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Kapitel 1

Physikalische Größen

1.1 Naturkonstanten

Name Symbol Wert

Plancksches Wirkungsquantum h 6, 62618 · 10−34Js
~ = h

2π
1, 05459 · 10−34Js

Vakuumlichtgeschwindigkeit c 2, 99792 · 108 m
s

Magnetische Feldkonstante µ0 4π · 10−7 H
m

= 1, 25664 · 10−6 H
m

Elektrische Feldkonstante ε0 8, 85419 · 10−12 F
m

Elementarladung e 1, 60219 · 10−19C

Feinstrukturkonstante α = e2

4πε0~c
1

137,036
= 7, 29735 · 10−3

Stefan-Boltzmann-Konstante σ = 2π5k4

15c2h3 5, 6703 · 10−8 W
m2K4

Wiensche Konstante b = λmaxT 2, 897756 · 10−3mK

Gravitationskonstante G 6, 672 · 10−11 N ·m2

kg

Avogadro-Zahl NA 6, 02205 · 1023 1
mol

Faraday-Konstante F = NAe 9, 64846 · 104 C
mol

Boltzmann-Konstante kB 1, 38066 · 10−23 J
K

Gaskonstante R = kBNA 8, 31441 J
molK

Atomare Masseneinheit 1u = 1
12
M12C 1, 66057 · 10−27kg

Elektronenmasse me 9, 10953 · 10−31kg = 5, 48580 · 10−4u
Protonenmasse mp 1, 67265 · 10−27kg = 1, 007276u
Neutronenmasse mn 1, 67492 · 10−27kg = 1, 008665u

mp

me
1836, 15

|e|
me

1, 75880 · 1011 C
kg

Comptonwellenlänge des Elektrons λc = h
mc

2, 42631 · 10−12m

klassischer Elektronenradius r0 = e2

4πε0mc2
2, 81794 · 10−15m
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Name Symbol Wert

Bohrradius a0 = 4πε0~2

me2 5, 29177 · 10−11m

Ionisationsenergie H-Atoms IH
P (∞) = e2

8πε0a0
2, 17991 · 10−18J

= 13, 6058eV

= α2mc2

2

Rydbergkonstante (m = ∞) R∞ = me4

8ε2
0h3c

1, 09737 · 107 1
m

= α
4πa0

Rydbergkonstante (H-Atom) RH 1, 09678 · 107 1
m

Bohrsches Magneton µB = e~
2me

9, 27408 · 10−24 J
T

Kernmagneton µK = e~
2mp

5, 05082 · 10−27 J
T

Mag. Moment des e− Me 9, 28483 · 10−24 J
T

= 1, 00116µB

Mag. Moment des p+ Mp 1, 41062 · 10−26 J
T

= 2, 79285µK

Mag. Moment des n Mn −0, 96630 · 10−26 J
T

= −1, 91315µK

gyromagnetisches Verhältnis γp 2, 67522128 · 108 rad
Ts

Quantenhallwiderstand RHall 25812, 8056Ω
Mag. Flußquantum Φ0 = h

2e
2, 06783461 · 10−15Wb
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Kapitel 2

Vektoranalysis, Feldtheorie

2.1 Allgemeine Beziehungen

Im folgenden einige grundlegende Gleichungen der Vektorrechnung und Be-
ziehungen zwischen den Vektorprodukten1

~A · ~B × ~C = ~A× ~B · ~C ≡ ( ~A, ~B, ~C) = ( ~B, ~C, ~A) = (~C, ~A, ~B) =

−( ~A, ~C, ~B) = −(~C, ~B, ~A) = −( ~B, ~A, ~C) (2.1)

~A× ( ~B × ~C) = ( ~A · ~C) ~B − ( ~A · ~B)~C (2.2)

~A× ( ~B × ~C) + ~B × (~C × ~A) + ~C × ( ~A× ~B) = 0 (2.3)

( ~A× ~B) ·(~C× ~D) = ~A ·( ~B×(~C× ~D)) = ( ~A · ~B)( ~B · ~D)−( ~A · ~D)( ~B · ~D) (2.4)

( ~A× ~B)× (~C × ~D) = ( ~A× ~B · ~D)~C − ( ~A× ~B · ~C) ~D (2.5)

Der vollkommen antisymmetrische Tensor εijk
2

1s. a. Bronstein S. 149ff Vektoralgebra und analytische Geometrie
2s. a. Bronstein S. 234
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(~a×~b)i = εijkajbk (2.6)

εijk = εkji εijk zyklisch (2.7)

εijk = −εjik εijk antisymmetrisch (2.8)

εkijεklm = δilδjm − δimδjl (2.9)

2.2 Definition von grad, div, rot und ∆ in ver-

schiedenen Koordinatensystemen

Definition der Vektoroperatoren und deren Darstellung in den gebräuchlich-
sten Koordinatensystemen 3

• Definition: Divergenz div

div ~A(~r) = lim
∆V→0

1

|∆V |

∮
∆F

d~F · ~A =

∮
∆F

d~F · ~A (2.10)

• Definition: Rotation rot

∆F

|∆F |
· rot ~A(~r) = lim

∆F→0

∮
∆C

d~r · ~A =

∮
∆C

d~r · ~A (2.11)

gradΦ =



∂Φ

∂x
~ex +

∂Φ

∂y
~ex +

∂Φ

∂z
~ez (Kartesische Koordinaten)

∂Φ

∂ρ
~eρ +

1

ρ

∂Φ

∂φ
~eφ +

∂Φ

∂z
~ez (Zylinderkoordinaten)

∂Φ

∂r
~er +

1

r

∂Φ

∂θ
~eφ +

1

r sin(θ)

∂Φ

∂θ
~eθ (Kugelkoordinaten)

(2.12)

3s. a. Bronstein S. 523ff Vektoranalysis und Feldtheorie sowie insbesondere auch S.
539
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div ~A =



∂Ax

∂x
+
∂Ay

∂y
+
∂Az

∂z

1

ρ

∂(ρAρ)

∂ρ
+

1

ρ

∂Aφ

∂φ
+
∂Az

∂z

1

r2

∂(r2Ar)

∂r
+

1

r sin(θ)

∂(sin(θ)Aθ)

∂θ
+

1

r sin(θ)

∂Aφ

∂φ

(2.13)

rot ~A =



(
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

)
~ex +

(
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)
~ey+

+

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
~ez

(
1

ρ

∂Az

∂φ
− ∂Aφ

∂z

)
~eρ +

(
∂Aρ

∂z
− ∂Az

∂ρ

)
~eφ+

+

(
1

ρ

∂(ρAφ)

∂ρ
− ∂Aρ

∂φ

)
~ez

(
1

r sin(θ)

∂(sin(θ)Aφ)

∂θ
− ∂Aθ

∂φ

)
~er+

+
1

r

(
1

sin(θ)

∂Ar

∂φ
− ∂(rAφ)

∂r

)
~eθ+

+
1

r

(
∂(rAθ)

∂r
− ∂Ar

∂θ

)
~eφ

(2.14)
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∆Φ =



∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂y2
+
∂2Φ

∂z2

1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂Φ

∂ρ

)
+

1

ρ2

∂2Φ

∂φ2
+
∂2Φ

∂z2

1

r

∂2(rΦ)

∂r2
+

1

r2 sin(θ)

∂

∂θ

(
sin(θ)

∂Φ

∂θ

)
+

1

r2 sin2(θ)

∂2Φ

∂φ2

(2.15)

2.3 Gradient, Divergenz, Rotation, Nabla (∇)

grad(φψ) ≡ ∇(φψ) = φ∇ψ + ψ∇φ (2.16)

div(φ ~A) ≡ ∇ · (φ ~A) = ~A · ∇φ+ φ∇ · ~A (2.17)

rot(φ ~A) ≡ ∇× (φ ~A) = φ∇× ~A− ~A×∇φ (2.18)

div( ~A× ~B) ≡ ∇ · ( ~A× ~B) = ~B · (∇× ~A)− ~A · (∇× ~B) (2.19)

rot( ~A× ~B) ≡ ∇×( ~A× ~B) = ~A(∇· ~B)− ~B(∇· ~A)+( ~B ·∇) ~A−( ~A·∇) ~B (2.20)

grad( ~A· ~B) ≡ ∇( ~A· ~B) = ~A×(∇× ~B)+ ~B×(∇× ~A)+( ~B·∇) ~A+( ~A·∇) ~B (2.21)

∇2φ = ∇ · ∇φ = ∆φ (2.22)

∇2 ~A = ∇(∇ · ~A)−∇× (∇× ~A) (2.23)

∇×∇φ = 0 (2.24)

∇ · (∇× ~A) = 0 (2.25)
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2.4 Verschiedene Beziehungen des Ortsvek-

tors

Sei ~r ein Ortsvektor der Länge r vom Ursprung zu (x, y, z) und sei ~J ein
beliebiger konstanter Vektor. Dann gilt

∇ · ~r = 3 (2.26)

∇× ~r = 0 (2.27)

∇r =
~r

|r|
(2.28)

∇ 1

|r|
=
−~r
|r|

(2.29)

∇ · ~r

|r|3
= −∇2 1

|r|
= 0 wenn r 6= 0 (2.30)

∇ ·
~J

r
= ~J · (∇1

r
) = −( ~J cot~r)

|r|3
(2.31)

∇2
~J

|r|
= ~J∇2 1

|r|
= 0 wenn r 6= 0 (2.32)

∇× ( ~J × ~B) = ~J(∇ ·B) + ~J × (∇× ~B)−∇( ~J · ~B) (2.33)

2.5 Integralsätze

Sei V ein durch die geschlossene Oberfläche S begrenztes Volumen. dS sei
positiv, wenn es vom Volumen nach außen zeigt (Normalenvektor). 4 Dann
gilt:

4Zu den Integralsätzen s. a. Bronstein S. 545ff Integralsätze
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Satz von Gauß∮
S

~A · ~dS =

∫
V

(∇ · ~A)dV =

∫
V

div~V dV (2.34)

In 4 Dimensionen:∫
∂B

dσλA
λ =

∫
B

dx∂λAλ (2.35)

Als Folgerungen aus dem Satz von Gauß ergegen sich die Integralsätze
von Green

1. Greenscher Satz∫
V

(U1∆U2 + gradU2gradU1)dv =

∮
S

U1gradU2 · ~dS (2.36)

2. Greenscher Satz∫
V

(U1∆U2 − U2∆U1)dv =

∮
S

(U1gradU2 − U2gradU1) · ~dS (2.37)

Speziell für U1 = 1 wird der 2. Greensche Satz zu
3. Greenscher Satz∫

V

∆Udv =

∮
S

gradU · ~dS (2.38)

∮
S

φdS =

∫
V

(∇φ)dV (2.39)

∮
S

dS × ~A =

∫
V

(∇× ~A)dV (2.40)

Sei nun S eine offene Fläche die durch die C begrenzt wird, dessen Lini-
enelement ds sei. Es gilt:

Satz von Stokes

∮
C

~A · ds =

∫
S

(∇× ~A)dS (2.41)

∮
C

φds =

∫
S

dS ×∇φ (2.42)
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Kapitel 3

Die Dirac’sche δ-Funktion

Die δ-Funktion ist erklärt durch:

(δ(x− x0), ϕ(x)) = ϕ(x0) (3.1)

also ∫
dxδ(x− x0)ϕ(x) = ϕ(x0) (3.2)

3.1 Limesdarstellungen

δ(x) =
1

π
lim
ε→0

ε

x2 + ε2
= (3.3)

1

2
√
π

lim
ε→0

1√
ε

exp (
−x2

4ε
) = (3.4)

=
1

π
lim

ν→∞

sin(νx)

x
=

1

π
lim

ν→∞

sin2(νx)

νx2
(3.5)

3.2 Die δ-Funktion als Ableitung

Stufenfunktionen:

Θ(x) =

{
1 x > 0
0 x < 0

(3.6)

ε(x) =

{
1 x > 0
−1 x < 0

(3.7)
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Verschiedene Darstellungen der δ-Funktion:

ε(x) = Θ(x)−Θ(−x) =
d

dx
|x| (3.8)

Θ(x) =
1

2
(1 + ε(x)) (3.9)

δ(x) =
d

dx
Θ(x) =

1

2

d

dx
ε(x) =

1

2

d2

dx2
|x| (3.10)

3.3 Formeln mit δ

δ(x) = δ(−x) = |a|δ(ax)ϕ(x)δ(x− a) =

ϕ(a)δ(x− a)ϕ(x± x)δ(x) =

ϕ(a)δ(x)xδ(x) =

x2δ(x) = · · · = 0 (3.11)

δ(ψ(x)) =
∑
N

δ(x− xN)

|ψ′(xN)|
(3.12)

Wenn ψ nur einfache Nullstellen xN hat.

∫ +∞

−∞
dxϕ(x)

dn

dxn
δ(x− y) = (−1)n dn

dynϕ(y)
(3.13)

Skalierung:

δ(ax) =
1

|a|
δ(x) (3.14)

3.4 Dreidimensionale δ-Funktion

δ(~x− ~x′) = δ(x1 − x′1)δ(x2 − x′2)δ(x3 − x′3) =
1

r2
δ(r − r′)δ(cos(θ)− cos(θ′))δ(ϕ− ϕ′) =

− 1

4π
∆

1

|~x− ~x′|
(3.15)
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~x = (x1, x2, x3) (3.16)

bzw. in Kugelkoordinaten

~x = (r cos(ϕ) sin(θ), r sin(ϕ) sin(θ), r cos(θ)) (3.17)

3.5 Logarithmus, Hauptwert, δ±

Für den komplexen Logarithmus ist

lim
ε→0

ln(x± iε) = ln |x| ± iπΘ(x) (3.18)

Durch diffenenzieren folgt:

lim
ε→0

1

x± iε
= P

1

x
∓ iπδ(x) =: ∓2πiδ±(x) (3.19)

Dabei bedeutet P den Cauchy’schen Hauptwert:

(P
1

x
, ϕ(x)) = lim

ε→0

(∫ −ε

−∞
+

∫ ∞

ε

)
ϕ(x)

x
dx (3.20)

δ±(−x) = δ∓(x) (3.21)

xδ±(x) = ∓ 1

2πi
(3.22)

δ+(x) + δ−(x) =
1

2πi
lim
ε→0

(
1

x− iε
− 1

x+ iε
) = δ(x) (3.23)

δ+(x)− δ−(x) = − 1

2πi
lim
ε→0

(
1

x− iε
+

1

x+ iε
) =

i

π
P

1

x
(3.24)

P
1

x
= lim

ε→0

x

x2 + ε2
(3.25)
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3.6 Fourierintegrale

δ(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
eikxdk (3.26)

δ±(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
eikxΘ(±k)dk (3.27)

P
1

x
=

1

2i

∫ +∞

−∞
eikxε(k)dk (3.28)

Θ(±x) = ± 1

2πi

∫ +∞

−∞

eikx

k ∓ iε
, wobei ε(x) =

1

iπ

∫ +∞

−∞
eikxP

1

k
dk (3.29)

δ′(x) =

∫ +∞

−∞
ikeikxdk etc. (3.30)

δ(~x) =
1

(2π)3

∫
ei~k~xd3k (3.31)

δ(r − a) =
a

2π2

∫
ei~k~x sin(ak)

k
d3k mit k =

√
~k2 (3.32)
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Kapitel 4

Orthogonale
Funktionensysteme

Für orthogonale Funktionen gilt allgemein:

∫ b

a

= fn(x)fm(x)w(x)dx =
1

N2
n

δmn (4.1)

∑
n

N2
nfn(x)fn(y) =

1

w(x)
δ(x− y) (4.2)

4.1 Trigonometrische Funktionen

fn = einx mit −∞ ≤ n ≤ +∞ (4.3)

N2
n =

1

2π
, a = 0, b = 2π,w(x) = 1 (4.4)

4.2 Hermite’sche Polynome

Energieeigenfunktionen des harmonischen Oszillators in der Quantenmecha-
nik1

fn = Hn(x) mit 0 ≤ n ≤ ∞ (4.5)

1s. a. Bronstein S. 402 und 435 bzw. unter Harmonischer Oszillator S. 433ff

13



N2
n =

1

2nn!
√
π

a = −∞, b = +∞ w(x) = e−x2

(4.6)

H0(x) = 1 H1(x) = 2x H2(x) = 4x2 − 2 H3(x) = 8x3 − 12x (4.7)

allgemein:

Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn
e−x2

(4.8)

H2n+1(0) = 0 H2n(0) =
(−1)n(2n)!

n!
(4.9)

Rekursionsformel zur Berechnung:

Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x) (4.10)

(
d2

dx2
− 2x

d

dx
+ 2n

)
Hn(x) = 0 (4.11)

4.3 Laguerre’sche Funktionen

Partikuläre Lösungen der Laguerre’schen Differentialgleichung, einer speziel-
len hypergeometrischen Differentialgleichung. 2

fn(x) = L(k)
n (x) mit 0 ≤ n ≤ ∞ (4.12)

N2
n =

n!

Γ(n+ k + 1)
, a = 0, b = ∞, w(x) = xke−x (4.13)

k rell, für ganze k ergeben sich die Laguerre-Polynome

L0(x) = 1 L
(k)
1 (x) = k + 1− x (4.14)

2s. a. Bronstein S. 402
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L
(k)
2 (x) =

1

2

[
(k + 1)(k + 2)− 2(k + 2)x+ x2

]
(4.15)

L(k)
n =

1

n!
x−kex d

n

dxn
(e−xxn+k) =

n∑
ν=0

(
n+ k
n− ν

)
(−x)ν

ν!
(4.16)

L−k
k (x) = (−1)kx

k

k!
L(k)

n (0) =

(
n+ k
k

)
(4.17)

(
x
d2

dx2
+ (k + 1− x)

d

dx
+ n

)
L(k)

n (x) = 0 (4.18)

L(k)
n

′
(x) = −L(k+1)

n−1 (x) = L(k)
n (x)− L(k+1)

n (x) =

1

x
(nL(k)

n (x)− (n+ k)L
(k)
n−1(x)) (4.19)

Fortsetzung für k nicht ganz:

L(k)
n (z) =

(
n+ k
n

)
1F1(−n; k + 1; z) (4.20)

(1F1 ist die konfluente hypergeometrische Funktion)

4.4 Sphärische Besselfunktionen

Stellen die partikulären Lösungen der Besselschen Differentialgleichung dar.
3

jl(x) =

√
π

2x
Jl+ 1

2
(x) = xl

(
−1

x

d

dx

)l
sin(x)

x
(4.21)

j0(x) =
sin(x)

x
j1(x) =

sin(x)

x2
− cos(x)

x
· · · (4.22)

{
x2 d

2

dx2
+ 2x

d

dx
+
[
x2 − l(l + 1)

]}
jl(x) = 0 (4.23)

3s.a. Bronstein S. 398ff
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j′l(x) = jl−1(x)−
l + 1

x
jl(x) (4.24)

∫ ∞

0

y2jl(yx)jl(yx
′)dy =

π

2x2
δ(x− x′) (4.25)

4.5 Legendre’sche Polynome

Eigenfunktionen des Drehimpulsoperators ~L2 und ~Lz in der Quantenmecha-
nik 4

fn(x) = Pn(x) mit 0 ≤ n ≤ ∞, N2
n = n+

1

2
, a = −1b = 1, w(x) = 1 (4.26)

P0(x) = 1 P1(x) = x P2(x) =
1

2
(3x2−1) P3(x) =

1

2
(5x3−3x) (4.27)

allgemein:

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n (4.28)

P2n+1(0) = 0 P2n(0) = (−1)n (2n)!

22n(n!)2
Pn(±1) = (±1)n (4.29)

Rekursionsformel:

(n+ 1)Pn+1(x) = (2n+ 1)xPn(x)− nPn−1(x) (4.30)

((1− x2)
d2

dx2
− 2x

d

dx
+ n(n+ 1))Pn(x) = 0 (4.31)

(1−x2)P ′
n(x) = n(Pn−1(x)−xPn(x)) =

n(n+ 1)

2n+ 1
(Pn−1(x)−Pn+1(x)) (4.32)

Pl(cos(θ)) =
4π

2l + 1

l∑
m=−l

Y m
l (θ1, φ1)Y

m
l (θ2, φ2) (4.33)

1

|~r1 − ~r2|
=

1√
r2
1 + r2

2 + 2r1r2 cos(γ)
=

∞∑
l=0

rl
<

rl+1
>

Pl(cos(γ)) (4.34)

4s. a. Bronstein Eigenschaften S. 400f, bzw. S. 458 (Tabelle)
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4.6 Kugelflächenfunktionen (Spherical harmo-

nics)

Diese bilden ein vollständiges Orthogonalsystem in zwei Dimensionen. Ku-
gelflächenfunktionen bilden die Eigenfunktionen der Drehimpulsoperatoren
~L2 und Lz.

5

Für eine Liste der Kugelflächenfunktionen siehe unter [??]

∫
dΩ =

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

sin(θ)dθ =

∫ 2π

0

dϕ

∫ +1

−1

d(cos(θ) (4.35)

∫
dΩY m

l (θ, ϕ)Y m′

l′ (θ′, ϕ′) = δl,l′δm,m′ (4.36)

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Y m
l (θ, ϕ)Y m

l (θ′, ϕ′) = δ(ϕ− ϕ′)δ(cos(θ)− cos(θ′)) (4.37)

Y m
l (θ, ϕ) =

√
(2l + 1)(l − |m|)!

4π(l + |m|)!
eimϕPm

l cos(θ) (4.38)

Pm
l (cos(θ)) = εmsin

|m|(θ)

(
d

d(cos(θ)

)m

Pl(cos(θ))

mit εm =

{
(−1)m x ≤ 0
1 x < 0

(4.39)

Y −m
l (θ, ϕ) = (−1)mY m

l (θ, ϕ) (4.40)

Y 0
l (θ, ϕ) =

√
2l + 1

4π
Pl(cos(θ)) (4.41)

5s. a. Legendre-Polynome sowie deren zugeordnete Funktionen (Bronstein S. 400f,
458) , und Bronstein S. 430ff, und 433
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Y m
l (0, ϕ) =

δm,0

√
2l + 1

4π

(
∂2

∂θ2
+ cot(θ)

∂

∂θ
+

1

sin2(θ)

∂2

∂ϕ2
+ l(l + 1)

)
Y m

l (θ, ϕ)

= 0

(4.42)

cos(θ)Y m
l =

√
(l +m)(l −m)

(2l − 1)(2l + 1)
Y m

l−1+

√
(l +m+ 1)(l −m+ 1)

(2l − 1)(2l + 3)
Y m

l+1 (4.43)

− sin(θ)e±iϕY m
l =

∓

√
(l ∓m)(l ∓m− 1)

(2l − 1)(2l + 1)
Y m±1

l−1 ±

√
(l ±m+ 2)(l ±m+ 1)

(2l + 1)(2l + 3)
Y m±1

l+1 (4.44)

4.7 Fouriereihen∫ b

a

sin
(nπx

a

)
sin
(mπx

a

)
dx =

a

2
δnm (4.45)

∞∑
n=1

cos(nx) = −1

2
+ π

+∞∑
n=−∞

δ(x− 2πn) (4.46)

∞∑
n=1

sin(nx) = −π
−∞∑

n=−∞

δ′(x− 2πn) (4.47)

+∞∑
n=−∞

einx = 2π
+∞∑

n=−∞

δ(x− 2πn) (4.48)

∫
Y m

l dΩ =
1√
4π

4πδl0δm0 (4.49)
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Kapitel 5

Operatoralgebra

[A,B] = AB −BA (5.1)

{A,B} = AB +BA (5.2)

[A,B]† =
[
B†, A†] (5.3)

[A,B] = − [B,A] (5.4)

[AB,C] = A[B,C] + [A,C]B (5.5)

[A,BC] = B[A,C] + [A,B]C (5.6)

[[A,B] , C] = {A, {B,C}} − {B, {A,C}} (5.7)

[AB,CD] = AC[B,D] + A[B,C]D + C[A,D]B + [AC]DB (5.8)

[AB,CD] = A{A,C}D − AC{B,D} − C{A,D}B + {C,A}DB(5.9)

eAt =
∞∑

n=0

(At)n

n!
(5.10)

eAeB = eA+Be
1
2
[A,B] (5.11)

(5.12)

Jacobi-Identität:

[A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0 (5.13)
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Kapitel 6

Quantenmechanik

6.1 Normierte Radialwellenfunktionen Rn,l(r)

n l Schale Orbital Funktion

1 0 K s R10(r) = 2 ·
(
Z

a

) 3
2

exp

(
−Zr
a

)
2 0 L s R20(r) = 2 ·

(
Z

2a

) 3
2
(

1− Zr

2a

)
exp

(
−Zr

2a

)
2 1 L p R21(r) =

1√
3

(
Z

2a

) 3
2
(
Zr

a

)
exp

(
−Zr

2a

)
3 0 M s R30(r) = 2 ·

(
Z

3a

) 3
2
(

1− 2Zr

3a
+

2(Zr)2

27a2

)
exp

(
−Zr

3a

)
3 1 M p R31(r) =

4
√

2

3

(
Z

3a

) 3
2 Zr

a

(
1− Zr

6a

)
exp

(
−Zr

3a

)
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6.2 Winkelanteil der Wellenfunktionen (= Ku-

gelflächenfunktionen)

l m Funktion

0 0 Y 0
0 =

1√
4π

1 +1 Y 1
1 = −

√
3

8π
sin(θ)eiϕ

1 0 Y 0
1 =

√
3

4π
cos(θ)

1 -1 Y −1
1 =

√
3

8π
sin(θ)e−iϕ

2 +2 Y 2
2 =

√
15

32π
sin2(θ)e2iϕ

2 +1 Y 1
2 = −

√
15

8π
cos(θ) sin(θ)eiϕ

2 0 Y 0
2 =

√
5

16π
[3 cos2(θ)− 1]

2 -1 Y −1
2 =

√
15

8π
cos(θ) sin(θ)e−iϕ

2 -2 Y −2
2 =

√
15

32π
sin2(θ)e−2iϕ

3 +3 Y 3
3 = −

√
35

64π
sin3(θ)e3iφ

3 +2 Y 2
3 =

√
105

32π
sin2(θ)e2iφ

3 +1 Y 1
3 = −

√
21

64π
sin(θ)(5 cos2(θ)− 1)eiφ

3 0 Y 0
3 =

√
7

16π
(5 cos3(θ)− 3 cos(θ))

3 -1 Y −1
3 =

√
21

64π
sin(θ)(5 cos2(θ)− 1)e−iφ

3 -2 Y −2
3 =

√
105

32π
sin2(θ)e−2iφ

3 -3 Y −3
3 = +

√
35

64π
sin3(θ)e−3iφ
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6.3 Normierte Eigenfunktionen ψn,l,m(r, θ, φ)

ψ100 =
1√
π

(
Z

a0

) 3
2

exp(−Zr
a0

) = R10 · Y 0
0

ψ200 =
1

4
√

2π

(
Z

a0

) 3
2
(

2− Zr

a0

)
exp(−Zr

2a0

) = R20 · Y 0
0

ψ210 =
1

4
√

2π

(
Z

a0

) 3
2
(
Zr

a0

)
exp(−Zr

2a0

) cos(θ) = R21 · Y 0
1

ψ21±1 =
1

8
√
π

(
Z

a0

) 3
2
(
Zr

a0

)
exp(−Zr

2a0

) sin(θ)e(±iφ) = R21 · Y ±1
1

ψ300 =
1

81
√

3π

(
Z

a0

) 3
2

(
27− 18

Zr

a0

+ 2

(
Zr

a0

)2
)

exp(−Zr
3a0

) = R30 · Y 0
0

ψ310 =

√
2

81
√
π

(
Z

a0

) 3
2
(

6− Zr

a0

)
Zr

a0

exp(−Zr
3a0

) cos(θ) = R31 · Y 0
1

ψ31±1 =
1

81
√
π

(
Z

a0

) 3
2
(

6− Zr

a0

)
Zr

a0

exp(−Zr
3a0

) sin(θ)e±iφ = R31 · Y ±1
1

ψ320 =
1

81
√

6π

(
Z

a0

) 3
2
(
Zr

a0

)2

exp(−Zr
3a0

)(3 cos2(θ)− 1) = R32 · Y 0
2

ψ32±1 =
1

81
√
π

(
Z

a0

) 3
2
(
Zr

a0

)2

exp(−Zr
3a0

) sin(θ) cos(θ)− 1)e±iφ = R32 · Y ±1
2

ψ32±2 =
1

81
√
π

(
Z

a0

) 3
2
(
Zr

a0

)2

exp(−Zr
3a0

) sin2(θ)e±2iφ = R32 · Y ±2
2
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Kapitel 7

Verteilungsfunktionen

Im folgenden die in der Physik wichtigsten Verteilungfunktionen.
Maxwell-Boltzmann-Verteilung

f(~v) = n

(
m

2πkBt

) 3
2

exp

(
− mv2

2kBT

)
Fermi-Dirac-Verteilung

fF (~v) =
1

4

(m
~π

)3 1

exp
(

1
2
v2−kBT0

kBT

)
+ 1

Bose-Einstein-Verteilung

fB(~v) =
1

4

(m
~π

)3 1

exp
(

1
2
v2−kBT0

kBT

)
− 1

23
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Kapitel 8

Elektrodynamik

8.1 SI und cgs

SI (MKSA) Gauß’sche Einheiten (cgs)

∇ · ~E =
ρ

ε0
∇ · ~E = 4πρ

~E =
1

4πε0

∫
V

ρ~r

r3
dV ~E =

∫
V

ρ~r

r3
dV

∇× ~E = −∂
~B

∂t
c∇× ~E = −∂

~B

∂t

~E = −∇φ− ∂ ~A

∂t
~E = −∇φ− 1

c

∂ ~A

∂t

∇× ~B = µ0

(
j + ε0

∂E

∂t

)
∇× ~B = 4πj +

1

c

∂E

∂t

~B =
µ0

4π

∫ (
j + ε0

∂E
∂t

)
× ~r

r3
dV ~B =

∫ (
j + 1

4πc
∂E
∂t

)
× ~r

r3
dV

∇ · ~B = 0 ∇ · ~B = 0
~B = ∇× ~A ~B = ∇× ~A

∇ ·~j +
∂ρ

∂t
= 0 ∇ ·~j +

1

c

∂ρ

∂t
= 0

∇ · ~A+
1

c2
∂φ

∂t
= 0 ∇ · ~A+

1

c

∂φ

∂t
~F = e( ~E + ~u× ~B) ~F = e( ~E +

1

c
~u× ~B)

∂F ij

∂xi
=
jj

ε0

∂F ij

∂xi
= 4πjj

wobei wobei

F ij =


0 −cBz cBy +Ex

cBx 0 −cBz +Ey

−cby cBx 0 +Ez

−Ex −Ey −Ez 0

 F ij =


0 −Bz By +Ex

Bx 0 −Bz +Ey

−by Bx 0 +Ez

−Ex −Ey −Ez 0
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8.2 Relativitätstheorie

Kontravarianter 4-Vektor:

Aα = (A0, A1, A2, A3) = (A0, ~A) (8.1)

Kovarianter 4-Vektor

Aα = (A0, A1, A2, A3) = (A0, ~A) (8.2)

8.2.1 Transformationseigenschaften

Kontravarianter 4-Vektor

A′α =
∂x′α

∂xβ
Aβ =

∂x′α

∂x0
A0 +

∂x′α

∂x1
A1 +

∂x′α

∂x2
A2 +

∂x′α

∂x3
A3 (8.3)

Kovarianter 4-Vektor

A′
α =

∂x′β

∂xα
Aβ =

∂x0

∂x′α
A0 +

∂x1

∂x′α
A1 +

∂x2

∂x′α
A2 +

∂x3

∂x′α
A3 (8.4)

Kontravarianter Tensor

F ′αβ =
∂x′α

∂xγ

∂x′β

∂xδ
F γδ (8.5)

Kovarianter Tensor

F ′
αβ =

∂xγ

∂x′α
∂xδ

∂x′β
Fγδ (8.6)

Gemischter Tensor

F ′α.
.β =

∂x′α

∂xγ

∂xδ

∂x′β
F γ.

.δ (8.7)

8.2.2 Vektorraumeigenschaften

Linienelement

ds2 = (dx0)2 − (dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2 = gαβdx
αdxβ (8.8)
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Mit dem metrischen Tensor gαβ

gαβ =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (8.9)

Es gilt:

gαβ = gαβ (8.10)

gαβg
αβ = δ.β

α. (8.11)

xα = gαβx
β (8.12)

xα = gαβxβ (8.13)

Aα = (A0, A1, A2, A3) ⇒ Aα = (A0,−A1,−A2,−A3) (8.14)

(8.15)

Skalarprodukt

A ·B = BαA
α = B0A0 − ~A · ~B (8.16)
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Kapitel 9

Trigonometrie

9.1 Trigonometrische Funktionen

sin(−α) = − sin(α) cos(−α) = cos(α) (9.1)

tan(−α) = − tan(α) cot(−α) = − cot(α) (9.2)

(9.3)

9.1.1 Funktionen eines Winkels

sin2(α) + cos2(α) = 1 sin(α) csc(α) = 1 (9.4)

sec2(α)− tan2(α) = 1 cos(α) sec(α) = 1 (9.5)

csc2(α)− cot2(α) = 1 tan(α) cot(α) = 1 (9.6)

sin(α)

cos(α)
= tan(α)

cos(α)

sin(α)
= cot(α) (9.7)

9.1.2 Beziehungen zweier Funktionen des selben Win-
kels

α sin(α) cos(α) tan(α) cot(α)

sin(α) -
√

1− cos2(α) tan(α)√
1+tan2(α)

1√
1+cot2(α)

cos(α)
√

1− sin2(α) - 1√
1+tan2(α)

cot(α)√
1+cot2(α)

tan(α) sin(α)√
1−sin2(α)

√
1−cos2(α)

cos(α)
- 1

cot(α)

cot(α)

√
1−sin2(α)

sin(α)
cos(α)√
1−cos2(α)

1
tan(α)

-
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9.1.3 Summe und Differenz zweier Winkel

sin(α± β) = sin(α) cos(β)± cos(α) sin(β) (9.8)

cos(α± β) = cos(α) cos(β)∓ sin(α) sin(β) (9.9)

tan(α± β) =
tan(α)± tan(β)

1∓ tan(α) tan(β)
(9.10)

cot(α± β) =
cos(α) cot(β)∓ 1

cot(β)± cot(α)
(9.11)

sin(α+ β + γ) = sin(α) cos(β) cos(γ) + cos(α) sin(β) cos(γ)

+ cos(α) cos(β) sin(γ)− sin(α) sin(β) sin(γ) (9.12)

cos(α+ β + γ) = cos(α) cos(β) cos(γ)− sin(α) sin(β) cos(γ)

− sin(α) cos(β) sin(γ)− cos(α) sin(β) sin(γ) (9.13)

9.1.4 Winkelvielfache

sin(2α) = 2 sin(α) cos(α) (9.14)

sin(3α) = 3 sin(α)− 4 sin3(α) (9.15)

sin(4α) = 8 cos3(α) sin(α)− 4 cos(α) sin(α) (9.16)

cos(2α) = cos2(α)− sin2(α) (9.17)

cos(3α) = 4 cos3(α)− 3 cos(α) (9.18)

cos(4α) = 8 cos4(α)− 8 cos2(α) + 1 (9.19)

tan(2α) =
2 tan(α)

1− tan2(α)
(9.20)

tan(3α) =
3 tan(α)− tan3(α)

1− 3 tan2(α)
(9.21)

tan(4α) =
4 tan(α)− 4 tan3(α)

1− 6 tan2(α) + tan4(α)
(9.22)

cot(3α) =
cot3(α)− 3 cot(α)

3 cot(α)− 1
(9.23)

cot(2α) =
cot2(α)− 1

2 cot(α)
(9.24)

cot(4α) =
cot4(α)− 6 cot2(α) + 1

4 cot3(α)− 4 cot(α)
(9.25)
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9.1.5 Funktionen des halben Winkels

sin
(α

2

)
=

√
1

2
(1− cos(α)) (9.26)

cos
(α

2

)
=

√
1

2
(1 + cos(α)) (9.27)

tan
(α

2

)
=

√
1− cos(α)

1 + cos(α)
=

1− cos(α)

sin(α)
=

sin(α)

1 + cos(α)
(9.28)

cot
(α

2

)
=

√
1 + cos(α)

1− cos(α)
=

1 + cos(α)

sin(α)
=

sin(α)

1− cos(α)
(9.29)

9.1.6 Additionstheoreme

sin(α) + sin(β) = 2 sin

(
α+ β

2

)
cos

(
α− β

2

)
(9.30)

sin(α)− sin(β) = 2 cos

(
α+ β

2

)
sin

(
α− β

2

)
(9.31)

cos(α) + cos(β) = 2 cos

(
α+ β

2

)
cos

(
α− β

2

)
(9.32)

cos(α)− cos(β) = −2 sin

(
α+ β

2

)
sin

(
α− β

2

)
(9.33)

tan(α)± tan(β) =
sin(α± β)

cos(α) cos(β)
(9.34)

cot(α)± cos(β) = ± sin(α± β)

sin(α) sin(β)
(9.35)

tan(α) + cot(β) =
cos(α− β)

cos(α) sin(β)
(9.36)

cot(α)− tan(β) =
cos(α+ β)

sin(α) cos(β)
(9.37)
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9.1.7 Produkte

sin(α) sin(β) =
1

2
[cos(α− β)− cos(α+ β)] (9.38)

cos(α) cos(β) =
1

2
[cos(α− β) + cos(α+ β)] (9.39)

sin(α) cos(β) =
1

2
[sin(α− β) + sin(α+ β)] (9.40)

sin(α) sin(β) sin(γ) =
1

4

[
sin(α+ β − γ) + sin(α+ γ − β)

+ sin(β + γ − α)− sin(α+ β + γ)
]

(9.41)

sin(α) cos(β) cos(γ) =
1

4

[
sin(α+ β − γ)− sin(β + γ − α)

+ sin(γ + α− β) + sin(α+ β + γ)
]

(9.42)

sin(α) sin(β) cos(γ) =
1

4

[
− cos(α+ β − γ) + cos(β + γ − α)

+ cos(γ + α− β)− cos(α+ β + γ)
]

(9.43)

cos(α) cos(β) cos(γ) =
1

4

[
cos(α+ β − γ) + cos(α+ γ − α)

+ cos(γ + α− β) + cos(α+ β + γ)
]

(9.44)

9.1.8 Potenzen

sin2(α) =
1

2
(1− cos(2α)) (9.45)

sin3(α) =
1

4
(3 sin(α)− sin(3α)) (9.46)

sin4(α) =
1

8
(cos(4α)− 4 cos(2α) + 3) (9.47)

cos2(α) =
1

2
(1 + cos(2α)) (9.48)

cos3(α) =
1

4
(cos(3α) + 3 cos(α)) (9.49)

cos4(α) =
1

8
(cos(4α) + 4 cos(2α) + 3) (9.50)

(9.51)
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9.2 Hyperbolische Funktionen

9.2.1 Definition

sinh(x) =
ex − e−x

2
cosh(x) =

ex + e−x

2
(9.52)

tanh(x) =
ex − e−x

ex + e−x
coth(x) =

1

tanh(x)
(9.53)

sech(x) =
1

cosh(x)
cosech(x) =

1

sinh(x)
(9.54)

9.2.2 Hyperbelfunktionen einer Variablen

cosh2(x) + sinh2(x) = 1 coth2(x)− cosech2(x) = 1 (9.55)

sech2(x) + tanh2(x) = 1 tanh(x) coth(x) = 1 (9.56)

sinh(x)

cosh(x)
= tanh(x)

cosh(x)

sinh(x)
= coth(x) (9.57)

9.2.3 Beziehungen zweier Funktionen des selben Win-
kels

sinh(x) cosh(x) tanh(x) coth(x)

sinh(x) -
√

cosh2(x)− 1 tanh(x)√
1−tanh2(x)

1√
coth2(x)−1

cosh(x)
√

sinh2(x) + 1 - 1√
1−tanh2(x)

coth(x)√
coth2(x)−1

tanh(x) sinh(x)√
sinh2(x)+1

√
cosh2(x)−1

cosh(x)
- 1

coth(x)

coth(x)

√
sinh2(x)+1

sinh(x)
cosh(x)√
cosh2(x)−1

1
tanh(x)

-

sinh(−x) = − sinh(x) cosh(−x) = cosh(x) (9.58)

tanh(−x) = − tanh(x) coth(−x) = − coth(x) (9.59)
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9.2.4 Additionstheoreme

sinh(x± y) = sinh(x) cosh(y)± cosh(x) sinh(y) (9.60)

cosh(x± y) = cosh(x) cosh(y)± sinh(x) sinh(y) (9.61)

tanh(x± y) =
tanh(x)± tanh(y)

1± tanh(x) tanh(y)
(9.62)

coth(x± y) =
1± coth(x) coth(y)

coth(x)± coth(y)
(9.63)

9.2.5 Funktionen des doppelten Arguments

sinh(2x) = 2 sinh(x) cosh(x) tanh(2x) =
2 tanh(x)

1 + tanh2(x)
(9.64)

cosh(2x) = sinh2(x) + cosh2(x) coth(2x) =
1 + coth(x)

2 coth(x)
(9.65)

Formel von Moivre:

[cosh(x)± sinh(x)]n = cosh(nx)± sinh(nx) (9.66)

9.2.6 Funktionen des halben Arguments

sinh
(x

2

)
= ±

√
1

2
(cosh(x)− 1) (9.67)

cosh
(x

2

)
=

√
1

2
(cosh(x) + 1) (9.68)

tanh
(x

2

)
=

cosh(x)− 1

sinh(x)
=

sinh(x)

cosh(x) + 1
(9.69)

coth
(x

2

)
=

sinh(x)

cosh(x)− 1

cosh(x) + 1

sinh(x)
(9.70)
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9.2.7 Summe und Differenz

sinh(x)± sinh(x) = 2 sinh

(
x± y

2

)
cosh

(
x∓ y

2

)
(9.71)

cosh(x) + cosh(y) = 2 cosh

(
x+ y

2

)
cosh

(
x− y

2

)
(9.72)

cosh(x)− cosh(y) = 2 sinh

(
x+ y

2

)
sinh

(
x− y

2

)
(9.73)

tanh(x)± tanh(y) =
sinh(x± y)

cosh(x) cosh(y)
(9.74)

9.2.8 Zusammenhang mit den trigonometischen Funk-
tionen

z sei eine komplexe Zahl

sin(z) = −i sinh(iz) sinh(z) = −i sin(iz) (9.75)

cos(z) = cosh(iz) cosh(z) = cos(iz) (9.76)

tan(z) = −i tanh(iz) tanh(z) = −i tan(iz) (9.77)

cot(z) = i coth(iz) coth(z) = i cot(iz) (9.78)
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Kapitel 10

Quantenfeldtheorie

(By Claus Blöchinger)

10.1 Vierervektoren

In der vorliegenden Arbeit wurden die üblichen relativistischen Einheiten
verwendet:

~ = c = 1 (10.1)

Für die contra- und covarianten relativistischen Vierervektoren p gilt:

pµ =
(
p0, p1, p2, p3

)
=
(
p0, ~p

)
pµ = (p0, p1, p2, p3) = (p0,−~p) (10.2)

Für das Viererskalarprodukt gilt

(ab) = aµbµ = aµb
µ = a0b0 − ~a~b (10.3)

Der relativistische metrische Tensor lautet:

(gµν) =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 = (gµν) (10.4)

Per Definition ist:

(µν) := gµν (10.5)

Es gilt folgende Konvention:

6p = γµp
µ = γµpµ (10.6)
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Weiter gilt:

gλµgµν = δλ
ν =

{
+1 , λ = µ

0 , sonst
(10.7)

gνµgνµ = 4 (10.8)

10.2 Pauli-Matrizen

Die Pauli-Matrizen sind definiert als:

σ1 =

(
0 1
1 0

)
(10.9)

σ2 =

(
0 −i
i 0

)
(10.10)

σ3 =

(
1 0
0 −1

)
(10.11)

Einzelne Elemente aus den Pauli-Matrizen kann man dann wie folgt schrei-
ben:

σ1
λλ′ = 2|λ|δ(λ+λ′),0 (10.12)

σ2
λλ′ = i (λ− λ′) δ(λ+λ′),0 (10.13)

σ3
λλ′ = 2λδλλ′ (10.14)

Darin bezeichnet λ die Zeile und λ′ die Spalte der Pauli-Matrizen. Wenn λ
und λ′ wie in unserem Fall Helizitäten darstellen, so ist das erste Element
einer Zeile/Spalte mit der größten Helizität bezeichnet und das letzte Element
mit der kleinsten. Man kann auch einen Vierervektor σµ definieren, wenn man
zu den dreien Pauli-Matrizen noch folgende hinzufügt:

σ0 =

(
1 0
0 1

)
(10.15)

σµ =
(
σ0, σ1, σ2, σ3

)
=
(
σ0, ~σ

)
(10.16)

Weiter gilt:∑
λλ′

σa
λλ′ = 0, für alle a (10.17)

∑
λλ′

δλλ′δλ′λ = 2 (10.18)
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∑
λλ′

δλλ′σ
a
λ′λ = 0, für alle a (10.19)

∑
λλ′

σa
λλ′σ

b
λ′λ = 2δab (10.20)

10.3 γ-Matrizen

Die Dirac’schen γ-Matrizen sind definiert über die Antikommutatorrelation:

{γµ, γν} = 2gµν (10.21)
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10.3.1 Dirac Darstellung

In der Dirac’schen Darstellung sind die γ-Matrizen wie folgt definiert:

γ0 =

(
I 0
0 −I

)
(10.22)

=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (10.23)

γ1 =

(
0 σ1

−σ1 0

)
(10.24)

=


0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0
−1 0 0 0

 (10.25)

γ2 =

(
0 σ2

−σ2 0

)
(10.26)

=


0 0 0 −i
0 0 i 0
0 i 0 0
−i 0 0 0

 (10.27)

γ3 =

(
0 σ3

−σ3 0

)
(10.28)

=


0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 1 0 0

 (10.29)

γ5 =

(
0 I
I 0

)
(10.30)

=


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

 (10.31)
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10.3.2 Majoranadarstellung

γ0 =

(
0 σ2

σ2 0

)
(10.32)

=


0 0 0 −i
0 0 i 0
0 −i 0 0
i 0 0 0

 (10.33)

γ1 =

(
iσ3 0
0 iσ3

)
(10.34)

=


i 0 0 0
0 −i 0 0
0 0 i 0
0 0 0 −i

 (10.35)

γ2 =

(
0 −σ2

σ2 0

)
(10.36)

=


0 0 0 i
0 0 −i 0
0 −i 0 0
i 0 0 0

 (10.37)

γ3 =

(
−iσ1 0

0 −iσ1

)
(10.38)

=


0 −i 0 0
−i 0 0 0
0 0 0 −i
0 0 −i 0

 (10.39)

γ5 =

(
σ2 0
0 −σ2

)
(10.40)

=


0 −i 0 0
i 0 0 0
0 0 0 −i
0 0 i 0

 (10.41)
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10.3.3 Chirale Darstellung

γ0 =

(
0 −I
−I 0

)
(10.42)

=


0 0 −1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 −1 0 0

 (10.43)

γ1 =

(
σ1 0
0 σ1

)
(10.44)

=


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 (10.45)

γ2 =

(
σ2 0
0 σ2

)
(10.46)

=


0 −i 0 0
i 0 0 0
0 0 0 −i
0 0 i 0

 (10.47)

γ3 =

(
σ3 0
0 σ3

)
(10.48)

=


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 (10.49)

γ5 =

(
I 0
0 −I

)
(10.50)

=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (10.51)

10.3.4 Transformation der Darstellungen

Allgemein gilt für die Transformation von der Dirac-Darstellung in eine an-
dere Darstellung gilt
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γµ = Sγµ
DS

† (10.52)

ψ = SψD (10.53)

wobei der Index D die Dirac-Darstellung kennzeichnet. Zur Transforma-
tion in die Chirale Darstellung ist die Matrix S = SC gegeben durch

Sc =
1√
2

(
I −I
I I

)
(10.54)

Zur Transformation in die Majorana-Darstellung verwendet man S = SM

SM =
1√
2

(
I −σ2

σ2 I

)
(10.55)

41



10.3.5 Eigenschaften der γ-Matrizen

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 = γ5 (10.56)

γ0† = γ0 (10.57)

γµ† = γ0γµγ0

= gµνγ
ν = γµ (10.58)(

γ0
)2

= +I (10.59)(
γ1
)2

=
(
γ2
)2

=(
γ3
)2

= −I (10.60)

γ2
5 = I (10.61){

γµ, γ5
}

= 0 (10.62){
6q, γ5

}
= 0 (10.63){

γ0, γi
}

= 0, i = 1, 2, 3 (10.64)

6q 6q = q2I (10.65)

6q 6p = 2 (pq)− 6p 6q (10.66)

6q†γ0 = γ0 6q (10.67)

γ̄5 = −γ5 (10.68)

(1 + γ5)(1− γ5) = 2PR 2PL = 0 (10.69)

PL =
1

2
(1− γ5) (10.70)

PR =
1

2
(1 + γ5) (10.71)

P †
L/R = PL/R (10.72)

PL + PR = I (10.73)

PL − PR = −γ5 (10.74)

PR − PL = γ5 (10.75)

P 2
R = PR (10.76)

P 2
L = PL (10.77)

PL/Rγ
µ = γµPR/L (10.78)

PL/R 6q = 6qPR/L (10.79)

PLγ5 = γ5PL = −PL (10.80)

PRγ5 = γ5PR = PR (10.81)

P̄L/R = PR/L (10.82)

(10.83)
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Für die Projektionsoperatoren gilt folgende Zerlegung

(a+ bγ5) =
1

2
(a+ b)(1 + γ5) +

1

2
(a− b)(1− γ5) = (a+ b)PR + (a− b)PL(10.84)

(a− bγ5) =
1

2
(a− b)(1 + γ5) +

1

2
(a+ b)(1− γ5) = (a− b)PR + (a+ b)PL(10.85)

10.3.6 Spuren

Alle Spuren mit ungerader Anzahl von γ-Matrizen (oder mit γ5 und einer un-
gerader Anzahl von γ-Matrizen) sind identisch null. Für alle anderen Spuren
mit gerader Anzahl von γ-Matrizen gelten folgende Regeln:

Tr [ 6a 6b] = 4 (ab) (10.86)

Tr [ 6a 6b 6c 6d] = 4 ((ab) (cd)− (ac) (bd) + (ad) (bc)) (10.87)

Tr (1) = 4 (10.88)

Tr (ungerade Zahl von γ’s) = 0 (10.89)

Tr (γµγν) = 4gµν (10.90)

Tr (γµγνγργσ) = 4(gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ) (10.91)

Tr (γ5) = 0 (10.92)

Tr (γµγνγ5) = 0 (10.93)

Tr (γµγνγργσγ5) = +4iεµνρσ = −4iεµνρσ (10.94)

Tr (γµγνγργσ · · · ) = Tr (· · · γσγργµγν · · · ) (10.95)

γµγµ = 4 (10.96)

γµγνγµ = −2γν (10.97)

γµγνγργµ = 4gνρ (10.98)

γµγνγργσγµ = −2γργσγν (10.99)

Tr
[
γµγνγργσγλγχ

]
= 4gµν

(
gρσgλχ − gρλgσχ + gρχgσλ

)
−

− 4gµρ
(
gνσgλχ − gνλgσχ + gνχgσλ

)
+

+ 4gµσ
(
gνρgλχ − gνλgρχ + gνχgρλ

)
−

− 4gµλ (gνρgσχ − gνσgρχ + gνχgρσ) +

+ 4gµχ
(
gνρgσλ − gνσgρλ + gνλgρσ

)
(10.100)

43



Tr [ 6a1 6a2 6a3 6a4 6a5 6a6] = 4 (a1a2) ((a3a4) (a5a6)− (a3a5) (a4a6) + (a3a6) (a4a5))−
− 4 (a1a3) ((a2a4) (a5a6)− (a2a5) (a4a6) + (a2a6) (a4a5)) +

+ 4 (a1a4) ((a2a3) (a5a6)− (a2a5) (a3a6) + (a2a6) (a3a5))−
− 4 (a1a5) ((a2a3) (a4a6)− (a2a4) (a3a6) + (a2a6) (a3a4)) +

+ 4 (a1a6) ((a2a3) (a4a5)− (a2a4) (a3a5) + (a2a5) (a3a4))

(10.101)

Tr [ 6a1 · · · 6an] = (a1a2) Tr [ 6a3 · · · 6an]− (a1a3) Tr [ 6a2 6a4 · · · 6an] + · · ·
· · ·+ (a1an) Tr [ 6a2 · · · 6an−1] (10.102)

Tr [abcd] = Tr [dabc] (10.103)

Tr [γ5] = 0 (10.104)

Tr [γ5γµγν ] = 0 (10.105)

Tr [γ5 6a1 6a2] = 0 (10.106)

Tr [γ5 6a1 6a2 6a3 6a4] = 4iεαβγδa
α
1a

β
2a

γ
3a

δ
4 =: 4i [a1a2a3a4] (10.107)

Tr [γ5γµγνγργσγλγτ ] = 4i (gµνερσλτ − gµρενσλτ + gνρεµσλτ + gλτεµνρσ − gστεµνρλ+

+ gσλεµνρτ )

= 4i {(µν) [ρσλτ ]− (µρ) [νσλτ ] + (νρ) [µσλτ ] +

+ (λτ) [µνρσ]− (στ) [µνρλ] + (σλ) [µνρτ ]} (10.108)

Tr [γ5 6a1 6a2 6a3 6a4 6a5 6a6] = 4i {(a1a2) [a3a4a5a6]− (a1a3) [a2a4a5a6] +

+ (a2a3) [a1a4a5a6] + (a5a6) [a1a2a3a4]−
− (a4a6) [a1a2a3a5] + (a4a5) [a1a2a3a6]}

(10.109)

Häufig auftretende Kombinationen:

Tr [γργµγσγν ]

= 4(gρµgσν − gρσgµν + gρνgµσ) (10.110)

Tr
[
γµ(1− γ5) 6p1γ

ν(1− γ5) 6p2

]
= 2 Tr [γµ 6p1γ

ν 6p2] + 8iεµανβp1αp2β (10.111)

Tr [γµ 6p1γ
ν 6p2] Tr [γµ 6p3γν 6p4]

= 32 [(p1p3)(p2p4) + (p1p4)(p2p3)] (10.112)

Tr
[
γµ 6p1γ

νγ5 6p2

]
Tr [γµ 6p3γνγ5 6p4]

= 32 [(p1p3)(p2p4)− (p1p4)(p2p3)] (10.113)
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[
pµ

+p
ν
− − (p+p−)gµν + pµ

+p
ν
−
]

× [k+µk−ν − (k+k−)gµν + k+µk−ν ]

= 2(p+k+)(p−k−) + 2(p+k−)(p−k+) (10.114)

ερµσνετµλνp+ρp−σk
+τk−λ

= −2 [(p+k+)(p−k−)− (p+k−)(p−k+)] (10.115)

Tr
[
γµ(1− γ5) 6p1γ

ν(1− γ5) 6p2

]
× Tr [γµ(1− γ5) 6p3γν(1− γ5) 6p2] (10.116)

= 256(p1p3)(p2p4) (10.117)

γµγαγν = gµαγν + gναγµ − gµνγα − iεµανβγ5γβ (10.118)

εijkla
ibjckdl = aibj(ck × dl)− bjck(dl × ai)

+ckdl(ai × bj)− dlai(bj × ck) (10.119)

10.4 4-Dimensionaler ε-Tensor

Folgende Definition für den total antisymmetrisschen Tensor ε wird in der
vorliegenden Arbeit verwendet:

εµνστ =


+1 ,wenn (µνστ) eine gerade Permutation von (0123) ist
−1 ,wenn (µνστ) eine ungerade Permutation von (0123) ist

0 , sonst

(10.120)

Diese Definition hält sich an die Konvention in [BjorkenDrell]. Es muss in
diesem Zusammenhang darauf hingewiesen werden, daß diese Konventionen
in anderen Artikeln und Büchern nicht unbedingt genauso definiert sind (z.B.
[Itzykson]). Weiter wird definiert:

[µνστ ] := εµνστ (10.121)

[abcd] := εµνστa
µbνcσdτ (10.122)

Der total antisymmetrische Tensor dritter Stufe lautet:

εijk =


+1 ,wenn (ijk) eine gerade Permutation von (123) ist
−1 ,wenn (ijk) eine ungerade Permutation von (123) ist

0 , sonst
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(10.123)

Gauß’scher Entwicklungssatz:[
~a×

(
~b× ~c

)]
= εijkaj

(
~b× ~c

)
k

= εijkεklmajblcm (10.124)

εijk = −εikj (10.125)

εkijεklm = δilδjm − δimδjl (10.126)

εαβγδ = −εβαγδ (10.127)

[abcd] = aµ [µbcd] = − [acbd] = · · · (10.128)

[µνρσ] [µαβγ] = εµνρσε
µ

αβγ (10.129)

gνµεαβνµ = 0 (10.130)

gµωε
µ

νστ = εωνστ (10.131)

iγ5εαβγδ = γαγβγγγδ − gαβγγγδ − gγδγαγβ − gαδγβγγ − gβγγαγδ + gαγγβγδ +

+ gβδγαγγ + gαβgγδ − gαγgβδ + gαδgβγ (10.132)

[αβγδ] (στ) = [σβγδ] (ατ)+[ασγδ] (βτ)+[αβσδ] (γτ)+[αβγσ] (δτ) (10.133)

−εαλµνεαρστ = δλ
ρ (δµ

σδ
ν
τ − δµ

τ δ
ν
σ)−δλ

σ

(
δµ
ρ δ

ν
τ − δµ

τ δ
ν
ρ

)
+δλ

τ

(
δµ
ρ δ

ν
σ − δµ

σδ
ν
ρ

)
(10.134)

−εαβµνεαβστ = 2 (δµ
σδ

ν
τ − δµ

τ δ
ν
σ) (10.135)

−εαβγνεαβγτ = 6δν
τ (10.136)

−εαβγδεαβγδ = 24 (10.137)

10.5 Spinoren

Spinoren sind Lösungen der Dirac-Gleichung:

(6p−m)u (p) = 0 (10.138)

ū (p) ( 6p−m) = 0 (10.139)

Es gibt für Spin-1
2
-Teilchen zwei Lösungen mit positiver und zwei Lösun-

gen mit negativer Energie [Nachtmann]:

u (p, s) =
√
p0 +m

(
χs

~σ~p
p0+m

χs

)
(10.140)

v (p, s) = −
√
p0 +m

(
~σ~p

p0+m
εχs

εχs

)
(10.141)
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Darin ist s ein Spinindex (s = ±1
2
) und ε ist eine Matrix der Form:

ε =

(
0 1
−1 0

)
(10.142)

die Zweierspinoren χs sind definiert als:

χ 1
2

=

(
1
0

)
(10.143)

χ− 1
2

=

(
0
1

)
(10.144)

Alternativ gibt es auch eine Darstellung der Spinoren mit Helizitäten anstelle
von Spinwerten [Haber]:

u (p, λ) =
√

2m

(
cosh ζ

2
χλ (p̂)

2λ sinh ζ
2
χλ (p̂)

)
(10.145)

v (p, λ) =
√

2m

(
sinh ζ

2
χ−λ (p̂)

−2λ cosh ζ
2
χ−λ (p̂)

)
(10.146)

Darin ist ζ die Rapidität, für die gilt:

E = m cosh ζ (10.147)

|~p| = m sinh ζ (10.148)

cosh
ζ

2
=

√
E +m

2m
(10.149)

sinh
ζ

2
=

√
E −m

2m
(10.150)

χλ ist die Lösung der Eigenwertgleichung

1

2
~σ~̂pχλ = λχλ (10.151)

mit λ = ±1
2
. Ist ~̂p ein Einheitsvektor mit Polarwinkel θ und Azimutalwinkel

φ, so kann man explizit schreiben:

χ 1
2

(
~̂p
)

=

(
cos θ

2

eiφ sin θ
2

)
(10.152)

χ− 1
2

(
~̂p
)

=

(
−e−iφ sin θ

2

cos θ
2

)
(10.153)

Es gelten folgende weitere Definitionen:

ū = u†γ0 (10.154)
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M̄ = γ0M
†γ0 für eine Matrix M (10.155)

ūPL/R = PR/Lu (10.156)

Für den Ladungskonjugationsoperator gilt:

C† = −C (10.157)

C−1 = −C (10.158)

C2 = −1 (10.159)

CT = −C (10.160)

v (p, λ) = CūT (p, λ) (10.161)

ūT (p, λ) = C−1v (p, λ) = −Cv (p, λ) (10.162)

ū (p, λ) = vT (p, λ)
(
C−1

)T
= vT (p, λ)C (10.163)

u (p, λ) = Cv̄T (p, λ) (10.164)

v̄T (p, λ) = C−1u (p, λ) = −Cu (p, λ) (10.165)

v̄ (p, λ) = uT (p, λ)
(
C−1

)T
= uT (p, λ)C (10.166)

C−1γµC = −γµT (10.167)

CγµT c−1 = −γµ (10.168)

Cγ5C−1 = γ5T (10.169)

C−1
(
γµγ5

)
C =

(
γµγ5

)T
(10.170)

C
(
γµγ5

)T
C−1 =

(
γµγ5

)
(10.171)

CTP T
L/RC

−1 = −PL/R (10.172)
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10.6 Weitere wichtige Formeln

Hier nun einige Darstellungen der δ-Funktion:

δ (x) = (2π)−4

∫
d4keikx (10.173)

δ (x) = lim
α→∞

sinαx

πx
(10.174)

δ (x) = lim
β→∞

1− cos βx

πβx2
(10.175)

Es gilt folgende Beziehung:∫
dx g (x) δ1 (f (x)) =

g (x)

|f ′ (x) |

∣∣∣∣∣
f(x)=0

(10.176)

Die θ-Funktion hat folgende Struktur:

θ (x− x0) =

{
x− x0, für x− x0 > 0
x0 − x, für x− x0 < 0

(10.177)

Für die Mandelstamvariablen gilt:

s+ t+ u =
∑

i

m2
i (10.178)

Einige Formeln für SUSY-Parameter:

tan β = cot θV (10.179)

cos 2θV = − cos 2β (10.180)

sin 2θV = sin 2β (10.181)

cos θV = sin β (10.182)

sin θV = cos β (10.183)

w (x, y, z) =
√
λ (x, y, z)

=

√
x−

(√
y +

√
z
)2√

x−
(√

y −
√
z
)2

=
√
x2 + y2 + z2 − 2xy − 2xz − 2yz (10.184)

Bargmann-Wigner Spinoperator:

W µ (p) =
1

2
εµνρσM

νρpσ (10.185)
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(M sind die Erzeugenden der homogenen Lorentzgruppe)
Bouchiat-Michel-Formel:

u (p, λ′) ū (p, λ) =
1

2
(δλλ′ + γ5 6saσa

λλ′) ( 6p+m) (10.186)

v (p, λ′) v̄ (p, λ) =
1

2
(δλ′λ + γ5 6saσa

λ′λ) ( 6p−m) , (10.187)

Deren Hochenergienäherung (Vorsicht: s3 ∝ 1
m

):

u (p, λ′e−) ū (p, λe−) =
1

2
(1 + 2λe−γ5) 6pδλe−λ′

e−
+

1

2
γ5

(
6 t1σ1

λe−λ′
e−

+ 6 t2σ2
λe−λ′

e−

)
6p

(10.188)

v (p, λ′e−) v̄ (p, λe−) =
1

2
(1− 2λe−γ5) 6pδλ′

e−
λe−

+
1

2
γ5

(
6 t1σ1

λ′
e−

λe−
+ 6 t2σ2

λ′
e−

λe−

)
6p

(10.189)

Für die sa gilt:

(psa) (sak) −→
∑

a

sa
µs

a
ν = −gµν +

k′µk
′
ν

m2
χ̃0

2

(10.190)

Spinsummation:∑
λλ′

u (p, λ′) ū (p, λ) = (6p+m) (10.191)

∑
λλ′

v (p, λ′) v̄ (p, λ) = (6p−m) (10.192)

Sphärische Trigonometrie:

sin a

sinα
=

sin b

sin β
=

sin c

sin γ
(10.193)

cos c = cos a cos b+ sin a sin b cos γ (10.194)

S-Matrix:

Sfi = δfi + i(2π)4δ(4)(Pf − Pi)Tfi (10.195)

S = T

[
exp

(
+i

∫ +∞

−∞
dt′
∫
d3x : L (~x, t′) :

)]
(10.196)

Differentieller Wirkungsquerschnitt:

dσ =
1

2w (s,m2
1,m

2
2)

m∏
i=1

d3p′i
(2π)3 2p

′0
i

(2π)4 δ4 (p′1 + · · ·+ p′m − p1 − p2)S|Tfi|2
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(10.197)

Differentielle Zerfallsbreite:

dΓ =
1

2k0

n∏
i=1

d3k′i
(2π)3 2k

′0
i

(2π)4 δ4 (k′1 + · · ·+ k′n − k)S|Tfi|2 (10.198)

Definition von Gram-Determinanten:

∆n (p1, p2, . . . , pn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(p1p1) (p1p2) · · · (p1pn)
(p2p1) (p2p2) · · · (p2pn)

...
...

...
...

(pnp1) (pnp2) · · · (pnpn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (10.199)

Kinematische Funktionen: Für die kinematische Funktion λ (x, y, z) gilt

λ (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 2xy − 2xz − 2yz
(
= w2 (x, y, z)

)
=

(
x−

(√
y +

√
z
)2)(

x−
(√

y −
√
z
)2)

(10.200)

Sie ist invariant unter Vertauschungen der Variablen x, yundz. Für die kine-
matische Funktion G (x, y, z, u, v, w) gilt

G (x, y, z, u, v, w) = x2y + xy2 + z2u+ zu2 + v2w + vw2 + xzv + xuv + yzw +

+ yuw − xy (z + u+ v + w)− zu (x+ y + v + w)−
− vw (x+ y + z + u) (10.201)

Diese kinematische Funktion ist invariant unter Vertauschungen der Varia-
blenpaare (xy) , (zu) und (vw) sowie unter simultanen Vertauschungen der
Variablen innerhalb zweier dieser Variablenpaare.
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