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Kapitel 1
Physikalische Grofien

1.1 Naturkonstanten

’ Name \ Symbol \ Wert

Plancksches Wirkungsquantum h 6,62618 - 10734 Js

=L 1,05459 - 10734.Js
Vakuumlichtgeschwindigkeit ¢ 2,99792 - 108%
Magnetische Feldkonstante Lo Am 10772 =1,25664 - 10701
Elektrische Feldkonstante €0 8,85419 - 10_125
Elementarladung e 1, 60219 10~9C
Feinstrukturkonstante a= 472?)% 137 536 = (29735 - 10 3
Stefan-Boltzmann-Konstante o= 1257;% 5,6703 - 1078 %{4
Wiensche Konstante b= MaxT | 2,897756 - 103mK
Gravitationskonstante G 6,672 - 10711 A -’
Avogadro-Zahl Ny 6,02205 - 10% = 1
Faraday-Konstante F = Nye 9, 64846 - 1O4m€z
Boltzmann-Konstante ki 1,38066 - 107 <
Gaskonstante R=kgN, |8 31441molK
Atomare Masseneinheit lu = 5 Muac | 1,66057 - 10~ kg
Elektronenmasse Me 9,10953 - 10~3'kg = 5,48580 - 10~ *u
Protonenmasse my 1,67265 - 1072"kg = 1,007276u
Neutronenmasse My, 1,67492 - 10~2"kg = 1, 008665u

% 1836, 15

i 1,75880 - 1011 C
Comptonwellenlinge des Elektrons A= L 2,42631 - 10~ 12
klassischer Elektronenradius rg = M}?—mﬁ 2,81794 - 10~ Pm




’ Name Symbol \ Wert

Bohrradius ap = 1l 1529177107
Tonisationsenergie H-Atoms | IH(c0) = 8ﬂ§2ao 2,17991 - 10718

= 13,6058¢V

_ a’mc?
2
Rydbergkonstante (m = oo) R, = #ﬁ;c 1,09737 - 107X
4dma,

Rydbergkonstante (H-Atom) Ry ’ 1,09678 - 107+
Bohrsches Magneton g = 221 9, 27408 - 10—24%
Kernmagneton UK = % 5, 05082 - 10—27%
Mag. Moment des e~ M, 9,28483 - 10~ <

= 1,00116/5
Mag. Moment des p* M, 1,41062 - 1()—26%

= 2, 79285
Mag. Moment des n M, —0, 96630 - 10*26%

= —1,913150%
gyromagnetisches Verhéltnis Vp 2,67522128 - 108%1
Quantenhallwiderstand Ruan 25812, 805652
Mag. FluBquantum Py = 2 2,06783461 - 10~1°Wb




Kapitel 2

Vektoranalysis, Feldtheorie

2.1 Allgemeine Beziehungen

Im folgenden einige grundlegende Gleichungen der Vektorrechnung und Be-

ziehungen zwischen den Vektorprodukten!

Der vollkommen antisymmetrische Tensor €, 2

s. a. BRONSTEIN S. 149ff Vektoralgebra und analytische Geometrie
2s. a. BRONSTEIN S. 234



-

(@xb); = eyrajby (2.6)
€ijk = Ekji  Eijk zyklisch (2.7)
€ijk = —Ejik  Eijr antisymmetrisch (2.8)

€kij€kim = Oi0jm — Oim0ji (2.9)

2.2 Definition von grad, div,rot und A in ver-
schiedenen Koordinatensystemen

Definition der Vektoroperatoren und deren Darstellung in den gebréuchlich-
sten Koordinatensystemen 3

e Definition: Divergenz div

— 1 — — — —
divA(r) = lim —— dF~A—?{ dF - A 2.10
") Av—0 |AV] Jar AF ( )

e Definition: Rotation rot

AF - — —
-rotA(r) = lim dr- A = 7{ dr'- A (2.11)
(0D 0P 0P
%e} + a—ye} + Ee} (Kartesische Koordinaten)
ob , 109 , 09

grad® = (Zylinderkoordinaten)

a—pep + ;a—¢€¢ + 562

a_q)"_FEa_q)"_i_—l a_fb
L o T 90T rsin(0) 90

—

(Kugelkoordinaten)

(2.12)

3
539

s. a. BRONSTEIN S. 523ff Vektoranalysis und Feldtheorie sowie insbesondere auch S.



( 0A, 0A, O0A,
+ Yy

ox dy 0z
o 10(pA,) 10A, O0A,
divA={ — - + 2.13
v > ap 00 (2.13)
l@(rQAr) N 1 9J(sin(0)Ay) N 1 0Ag
L 2 Or 7 sin(f) 06 rsin(f) 0¢
(P oA (2 oA
ay 02 )" \o: " ox )
104, 8A¢ 04, 04, o
p 0¢ 0z dp ¢
10(pAy) 04,
rotA = p Op 0¢ (2.14)

1 0(sin(f)A,) 0Ap\ -
(rsin(@) 20 a¢)€7“+

+1 1 (9Ar - 8(7’A¢) 6_’—{—
r \sin(f) 0¢ or K

+1 G(TAQ)_GAT .
r or 00 o




( 0%D N 0*d N 0?P
ox?  0y*> 022

10 ( 00y, 100 &9
A ={ pop\"ap) T pogr T 922 (2.15)

19%(rd) 12 acb) 1 0%

o ¥ %ein(e) 00 (Sm”)%  Tn?(0) 0

\

2.3 Gradient, Divergenz, Rotation, Nabla (V)

grad(gw) = V(o) = ¢V + Vo (2.16)
div(pA) =V - (pA) = A-Vo+ ¢V - A (2.17)
rot(pA) = V x (pA) = ¢V x A— Ax Vo (2.18)
div(Ax BY=V-(Ax B)=B-(VxA) —A-(V x B) (2.19)

Vi =V Vo =A¢p (2.22)
VA=V (V-A) -V x (V x A) (2.23)
V xVp=0 (2.24)
V- (VxA)=0 (2.25)



2.4 Verschiedene Beziehungen des Ortsvek-

tors

Sei 7 ein Ortsvektor der Lénge r vom Ursprung zu (x,y, z) und sei J ein
beliebiger konstanter Vektor. Dann gilt

V.-r=3
V xr=
Vr=
|
v____F
il r]
I 1
V~L3:—V2—:O wenn r # 0
| |
A | J cot
v.? gl o Yetn)
r r |3
J oo, 1
V2i: VZ— =0 wennr#0
| |

— —

V x (Jx B)=J(V-B)+Jx(VxB)—-V(

2.5 Integralsiatze

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

Sei V ein durch die geschlossene Oberflaiche S begrenztes Volumen. dS sei
positiv, wenn es vom Volumen nach auen zeigt (Normalenvektor). * Dann

gilt:

4Zu den Integralsitzen s. a. BRONSTEIN S. 545ff Integralsitze

7



Satz von Gauf

fﬁ-dﬁ@:/(vﬁ)dv = / divVdV (2.34)
S 14 |4

In 4 Dimensionen:

/ doyA* = / dzo* A, (2.35)
0B B

Als Folgerungen aus dem Satz von Gaufl ergegen sich die Integralsétze
von Green
1. Greenscher Satz

/ (U, AU, + gradUsgradUy)dv = f U,gradUs - dS (2.36)
v S
2. Greenscher Satz
/(UlAUQ - UQAUl)dU == j{(UlgradUg — UggradUl) . d_S (237)
v S

Speziell fiir Uy = 1 wird der 2. Greensche Satz zu
3. Greenscher Satz

/V AUdv = ?g gradU - dS (2.38)
ji 6dS = /V (Vo)dV (2.39)

dSx A= [ (V x A)dV (2.40)
fois<a ]|

Sei nun S eine offene Fliche die durch die C begrenzt wird, dessen Lini-
enelement ds sei. Es gilt:
Satz von Stokes

j{C/T- ds = /S(v x A)dS (2.41)

jigbds = /SdS x Vo (2.42)



Kapitel 3

Die Dirac’sche )-Funktion

Die d-Funktion ist erklart durch:

(0(x = o), () = (o)

also

/ d58(z — o) o) = (o)

3.1 Limesdarstellungen

1 3
o) = ;?i%m =
1 " (—xz)
im — ex =
2\/7?a—>0\/_ P
_ 1 lim sin(vx) 1 lim sinZ(zx)
Tv—oo I Tv—o VI

3.2 Die 0-Funktion als Ableitung

Stufenfunktionen:

1 2>0
@(x):{o z<0

5(:1:):{1 x>0

-1 <0

(3.6)

(3.7)



Verschiedene Darstellungen der ¢-Funktion:

£(x) = O(r) ~ O(~) = ~|a]
O(z) = =(1 4+ e(x))
5a) = wO@) = tie() = Lol

0(x) = o(=z) = lalo(ax)p(x)d(z —a) =
p(a)d(z —a)p(z £ x)o(z) =

p(a)d(x)zd(x) =

225(z) =+ = 0

| et ste = -1y
oo dam dy™e(y)
Skalierung;:

5(ax) = —6(x)

3.4 Dreidimensionale )-Funktion

O(F — ) = 8(wy — )8 (s — 25)3(wy — 2f) =
%é(r —1")d(cos(0) — cos(0")d(p — ¢') =
1 1

=]

10

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)



f - (xla X2, :L‘3)

bzw. in Kugelkoordinaten
7 = (rcos(p)sin(0), rsin(p) sin(f), r cos(0))

3.5 Logarithmus, Hauptwert, 0.

Fiir den komplexen Logarithmus ist

hm In(xz £ie) = In|z| £ inO(z)

84}

Durch diffenenzieren folgt:

lim — = P— Find(z) = F2mid+(x)

Dabei bedeutet P den Cauchy’schen Hauptwert:

=y (f < )5

1
1 1 1
64(2) +0-(x) = 5= lim(—— — ——) = 0(a)
1 . 1 1 7 1
Op(@) = 0-(2) = —g - lm(—— + ——) = P
X

1
P =lim——
T eS0g? 4 e?

11

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)



3.6 Fourierintegrale

1 ‘oo
5(a) = 5 / e (3.26)
1 too
Sule) = 5- / e O () dik (3.27)
1 1 oo ikx

Or) = 4 [ obei e(a) = /+OO weplon (329
xr) = - wobel e(Tr) = — e - .
2mi ) o kFie’ i k

—0o0

+oo
§'(z) = / ike* dk etc. (3.30)
= 1 ikZ g3
§(%) = n)? e d’k (3.31)
T
a izsin(ak) 5 N
dr—a)= 52 | € Td k mit k = V k2 (3.32)
T

12



Kapitel 4

Orthogonale
Funktionensysteme

Fiir orthogonale Funktionen gilt allgemein:

| =Tl )ut@)de = 3550 (1)
V@) Fl0) = g0 =) (1)

4.1 Trigonometrische Funktionen

frn =€ mit —oo <n < +oo (4.3)
N2:ia:0b:27rw(m):1 (4.4)
n 2’71'7 Y Y

4.2 Hermite’sche Polynome

Energieeigenfunktionen des harmonischen Oszillators in der Quantenmecha-
nik!

fo = Hy(z) mit 0 <n < oo (4.5)

Is. a. BRONSTEIN S. 402 und 435 bzw. unter Harmonischer Oszillator S. 433ff

13



1 2
2 a=-00, b=+00 w(x)=e" (4.6)

Ho(z) =1 Hi(z) =21 Hy(z)=42r> -2 Hs(x)=8z"— 122 (4.7)

allgemein:
H,(z) = (—1)%12%@@“2 (4.8)
Hont1(0) =0 Ha,(0) = (L)t (4.9)

n!

Rekursionsformel zur Berechnung;:

H,1(z) =22H,(x) — 2nH,_(2) (4.10)
(% — 295% + Qn) H,(z)=0 (4.11)

4.3 Laguerre’sche Funktionen

Partikulédre Losungen der Laguerre’schen Differentialgleichung, einer speziel-
len hypergeometrischen Differentialgleichung. 2

fulz) = L(k)(x) mit 0 <n < oo (4.12)

n

|
n

k rell, fiir ganze k ergeben sich die Laguerre-Polynome

Lo(z)=1 LY @)=k+1-= (4.14)

23. a. BRONSTEIN S. 402

14



L (@) = = [(k+1)(k +2) — 2(k + 2)z + 27]

LY = %x_kezﬁ(eﬂ’x"%) = i ( ok ) (=a)”
n.

dz™ n—v v!

N | —

v=0

Fortsetzung fiir k nicht ganz:
LP(z) = ( n;tk ) i (=nk + 15 2)
(1 F7 ist die konfluente hypergeometrische Funktion)

4.4 Sphéirische Besselfunktionen

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

Stellen die partikuldren Losungen der Besselschen Differentialgleichung dar.

3

jola) = singgyc) i () = sir;(zyc) B cosa.j(x)

{xz‘d—Q + 2L + [2* = U1+ 1)}} Ji(z) =0

3s.a. BRONSTEIN S. 398ff

15

(4.21)

(4.22)

(4.23)



) = ia(e) — L) (4.22)
| itsiue iy = S5oa ) (4.25)

4.5 Legendre’sche Polynome

Eigenfunktionen des Drehimpulsoperators L2 und L: in der Quantenmecha-
nik 4

1
fulx) = Py(x) mit 0 <n < oo, N2 = n+g,a= —1b=1,w(r) =1 (4.26)

P(zx)=1 P(z)=2 PB(z)= %(3$2—1) Ps(x) = %(5173—320) (4.27)

allgemein:
P, (z) = 2n1n! %(gﬂ - 1" (4.28)
n_(20)! n
Pan(0) =0 Pul0)= (1) ot Pu(ED = ()" (129
Rekursionsformel:
(n+1)Pyi(x) = 2n+ DzP,(z) — nP,—1(x) (4.30)
((1— x2)% - Qx% +n(n+1))P, () =0 (4.31)
2\ p/ . n(n + 1)
(=29 Py () = n(Por(z) =2 Pu(2)) = = === (Poer () = Pra () (4.32)
Pieos(0)) = 51 37 V70, o0)" (02, 62) (4.33)
L ! = i iP(cos( ) (4.34)
Fi=mal Tt 2mrcos(y) ot Hees '

4s. a. BRONSTEIN Eigenschaften S. 400f, bzw. S. 458 (Tabelle)

16



4.6 Kugelflichenfunktionen (Spherical harmo-
nics)

Diese bilden ein vollstéindiges Orthogonalsystem in zwei Dimensionen. Ku-

gelflaichenfunktionen bilden die Eigenfunktionen der Drehimpulsoperatoren

L? und L.72°
Fiir eine Liste der Kugelflichenfunktionen siehe unter [?7?]

/ dQ = /0 - dy /0 " in(6)d6 = /O " dy /_ :1 d(cos(6) (4.35)

/ A (0, 0) Y (0',¢) = 810 (4.36)
i mZ Y (0,0)Y,"(0', ') = 6(p — ¢)d(cos(8) — cos(6))) (4.37)
e \/@l;(lz)ﬁ e s 3%
P cos(6) = ansint™ ) o ) Pileos(0)

mit £, — { g_l)m . f 8 (4.39)
Y(0,9) = (=1)"Y™(0,9) (4.40)

YO0, ¢) = |2 Rileos(0) (441

s. a. Legendre-Polynome sowie deren zugeordnete Funktionen (BRONSTEIN S. 400f,
458) , und BRONSTEIN S. 430ff, und 433

5

17



s+ cot(0) s+ 5 HUIH 1)) V(0
5m,0\/:(892 +CO( )09—'—31112(9)8502_’_ ( + )) I (’90)
= 0

(4.42)

m | +m)(l—m) . (I+m+1)(I—m=+1) .
= \/(2l - DEI+1) Y"1+\/ (20 — 1)(21 + 3) Yin (443)
— Sin(@)eiw}/}m _

(Fm)IFm—1) nu , JUEm+2)(IEm+1) .
\/ PEN TR i\/ G D@y Ve (44

4.7 Fouriereihen

b nmxy | ymmx a
/a sin <T> sin ( " > dx = §5nm (4.45)
[ee] 1 +oo
Z cos(nx) = . +7 Z d(z — 2mn) (4.46)
n=1 n=—00
Zsin(naz) =—7 Z 8 (z — 2mn) (4.47)
n=1 n=—oo
“+oo +00
Z e =21 Z d(z — 2mn) (4.48)
m 1
Y} dQ) = E47T5105m0 (449)

18



Kapitel 5

Operatoralgebra
[A,B] = AB— BA (5.1)
{A,B} = AB+ BA (5.2)
[A,B]" = [Bf, Al] (5.3)
[A,B] = —[B,4] (5.4)
[AB,C] = A[B,C]+[A,C|B (5.5)
[A, BC] = B[A,C]+ [A, B|C (5.6)
[[Av B} ’C] = {A7 {870}} - {Ba{A> C}} (5 7)
[AB,CD] = AC|B,D]+ A[B,C]|D + C[A,D]|B + [AC]DB  (5.8)
[AB,CD] = A{A CYD — AC{B,D} — C{A,D}B+{C, A} D.9)
At = Z % (5.10)
edeB = AtBeslAB] 5.11
(5.12)

Jacobi-Identitéat:

[A,[B,C|+ [B,[C,A]| + [C,[A,B]] =0 (5.13)

19



Kapitel 6

Quantenmechanik

6.1 Normierte Radialwellenfunktionen R, ()

n | 1 | Schale | Orbital | Funktion _
110 K Ryp(r)=2- <§) ’ exp (—ﬁ

a) a
210 L Roo(r) =2 <%)2 <1 — %) exp <—%)

3
2|1 L p RQI(r):% (%)32 %) exp —%)
310 M R3o(r) =2- <3£a>é <1 — 23% 2;?;2)2) exp (—
3

311 M p Ra(r) = %é (3_Za> A (1 — %) Xp (—%)

20




6.2 Winkelanteil der Wellenfunktionen (= Ku-
gelflichenfunktionen)

1 | m | Funktion
1
0] 0 | Y0=—
0 Zus
3
1|+l |Y] =~ 8—sin(9)ew
T
3
1|0 | Y= 4—003(0)
4§
3 ‘
1] -1 |y '= “8_ sin(f)e™**
7S
15
2| 42| Vi= \/ - sin?(6)e?¢
T
15 ,
2| +1|Y) =~ 8—cos(9) sin(6)e'?
T
D
2| 0 | Y= F[3cos2(9) —1]
T
15
2| -1 |Vt = 8—008(9) sin(f)e™"%
i
1
2| -2 | Y%= 37551n2(0)6_2“"
s
35
3 +3 }/33 = —\/GT Sing(e)egld)
7r
105 :
31 +2 | V2= 4/—-sin%(0)e*®
° 327
21 .
3| 41|V =~ GTsin(Q)(S cos®(6) — 1)e™
7r
7
310 |YY= F(5 cos®(0) — 3 cos(0))
i
21 .
3| -1 |yt = 6TSin(0)<5 cos?(6) — 1)e™*
4
105 :
3| -2 |Y;2= 3Tsin2(0)e_2“z’
s
35 ’
) -3 _ 300\ —3ip
31 -31|Y; + e (0)e




6.3 Normierte Eigenfunktionen 1, ,,(r, 0, ¢)

3
Y100 = % (aéo) 2 eXP(—i—Z) = Ry - YOO
300 = 81\1/37 (%)2 (27 - 185—; +2 (i—:) 2) exp(—%) = Ry - Y
310 = 81\/5? (%) 23( - i—:) %GXP(_%> cos(6) = Rs, YIO
Yarer = 81{/E (ago) | (6 - %) f_: eXp(_?)ZTZ;) sin(f)e* = Ry - Y
3
Yoo = 81\1/67 (azo)z <a_:)ZeXp(_BZ_cZ;)(3 cos*(6) = 1) = fla 3
V3241 = 81{/% (azo) 2 (a_:) exp(—3Z—a?;) sin(#) cos() — 1)e*™® | = Ry, - Y5H!
3

22




Kapitel 7

Verteilungsfunktionen

Im folgenden die in der Physik wichtigsten Verteilungfunktionen.
Maxwell-Boltzmann-Verteilung

m mU2
J(#) =n (zkat) P (_ ZkBT)

Fermi-Dirac-Verteilung

Nlw

1 /m\3 1
-1 (2)
4 \hm exp (éva;l;iBT(]) +1

Bose-Einstein-Verteilung

1 /7my\3 1
fB(ﬁ) =7 (_> 1,2
4 \hr exp <§” k;’f}BTO) 1

23
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Kapitel

8

Elektrodynamik
8.1 SI und cgs
| SI (MKSA) | GauB’sche Einheiten (cgs)
V.-E= 4 V.-E= Amp
€o
= 1 pr - pr
E = —d E= | =d
dmey Jy 7;3 v /V r3 v .
- 0B - 0B
V X = _E_' cV x = —E )
- 0A - 10A
E=_V¢— 22 Fe_ve_ 294
A OF o Uom
5 o (7422 5 = drj+ -
V x B u0<j+608t V x B ) - ot
- OE - . 1 9E -
EZE/OJFEOE)WW G- [Utma) X7y
4 r3 r3
V-B=0 V-B=0
B=VxA B=VxA
- 0p o - 1 8p
V-A—FEE:O V-A+Ea—1i
F=¢(E+1ixB) ﬁ:e(E—l—Eﬁxé)
OF% jj OF ;
. — = 47}
ox’ €0 ox’
wobei wobei
0 —cB, ¢B, +EL, 0 -B, B, +E,
pi_ | B 0 =B B, || Ly | B 0 -B. 45
—cb, B, 0 +E, -b, B, 0 +EFE,
_E, -E, -E. 0 ~E, -E, —E. 0




8.2 Relativitiatstheorie

Kontravarianter 4-Vektor:
A% = (A% AY A2 A%) = (A%, A)
Kovarianter 4-Vektor

Ag = (Ag, Ay, Ay, Ag) = (A, A)

8.2.1 Transformationseigenschaften

Kontravarianter 4-Vektor

axla amla ax/a ax/a

A/a — A,@ _ AO Al A2 A3
0zh 0xY + ozt * 02 + ox3
Kovarianter 4-Vektor
ox'P OxP c%sl ox? ox3
Al _ A Al A2 3
¢ Oz~ = o 835"1 + ox'e + ox'e

Kontravarianter Tensor

oz’ ax’ﬁF 5

F/Ot,@
97 O’

Kovarianter Tensor

, 0xY Ox°
Fap = oz §g/B” 10

Gemischter Tensor

o, 0T 0x°
Fs = Oz Ox'B " 0

8.2.2 Vektorraumeigenschaften

Linienelement

ds? = (d2°)? — (dz")? — (d2?)? — (d2®)? = gapdrda”

26
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(8.5)

(8.7)



Mit dem metrischen Tensor g.s

1 0 0 0
o -1 0 0
Jos = 0 0 -1 0
0 0 0 -1
Es gilt:
gaﬁ:gaﬂ
9apg”? = 07
xa:gaﬁmﬁ
T = GapTp

A% = (A% AV A2 A%) = A, = (Ag, — Ay, — Ay, — As)

Skalarprodukt

A-B=DB,A*=BA" _ A.B

27
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Kapitel 9

Trigonometrie

9.1 Trigonometrische Funktionen

sin(—a) = — sin(«)

tan(—a) = — tan(«)

cos(—a) = cos(a)
cot(—a) = — cot(a)

9.1.1 Funktionen eines Winkels

sin?(a) + cos?(a)

sec’(a) — tan*(a)

1 ) 1
1 cos(a)sec(a) =1
1 1

csc?(a) — cot?(a) = tan(a) cot(a) =
sin(a) anla cos(a) _ cot(a
cos(a) tan(a) sin(a) t(a)

9.1.2 Beziehungen zweier Funktionen des selben Win-

kels
o' sin(av) cos(a) tan(a) cot(av)
sin(a) - V1 —cos?(a) \/ftﬁg(a) \/1+C10t2(a)
cos(av) 1 —sin®*(«) - NG Hlang @ \/fj:iiotg(a)
o) | | |
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9.1.3

sinfa+ 8+v) = sin(a)cos(B) cos(y) + cos(a) sin(F) cos()
(@) cos(3) sin(y) — sin(a) sin(5) sin(7) (9.12)
cos(a+ B +7) = cos(a)cos(f)cos(y) — sin(a) sin(3) cos(7y)

Summe und Differenz zweier Winkel

sinfa £ 3) = sin(«) cos(3) £ cos(a) sin(3)

cos(aw £ 3) = cos(a)cos(f) F sin(a) sin(B)
_ tan(a) & tan(p)

tan(a £5) = 1 F tan(«) tan(3)

cot(a+ ) — cos(a) cot(B) F 1

cot(3) & cot(a)

+ cos(a) cos

— sin(a) cos(B) sin(vy) — cos(a) sin(5) sin(y) (9.13)

9.1.4 Winkelvielfache
sin(2a) = 2sin(a) cos(a)
sin(3a) = 3sin(a) — 4sin®(a)
sin(4a) = 8cos’(a)sin(a) — 4 cos(a) sin(a)
cos(2a) = cos?(a) — sin?(a)
cos(3a) = 4cos’(a) — 3cos(a)
cos(4a) = 8cos*(a)—8cos?(a) +1
_ 2tan(a)
tan(2a) - = 1 — tan?(«)
_ 3tan(a) — tan®(a)
tan(3a) = 1 — 3tan?(a)
_ 4dtan(a) —4tan®(a)
tan(da) = 1 — 6tan?(a) + tan*(«)
~ cot’(a) — 3cot(a)
cot(3a) = 3cot(a) —1
_ cot?(a) —1
cot(2a) = 3 cot(a)
cot(da) — cott(a) — 6 cot?(a) + 1

4 cot3(a) — 4 cot(a)
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9.1.5 Funktionen des halben Winkels

=.
=

—+
&
=

o
o
)]
/N VS /N

N[RN[R N R

N——— N——— N———
I

o
@]
=+
/N
| R
N——
I

= 4/>(1 - cos(a))
(a))

{/ =(1 + cos(a

1 — cos

(0%

1 + cos

(
(

)
a) sin(«

( )
) (
1 +cos(a) 1+ cos(a) _ sin(a)
1 — cos(a sin(«) (

9.1.6 Additionstheoreme

sin(a) + sin(3)
sin(a) — sin(B)
cos(a) + cos(f)
cos(a) — cos(/9)
tan(a) + tan(8)
cot(a) = cos()
tan(a) + cot ()

cot(ar) — tan(f3)

sin(a) sin(3)

cos(a — 3)
cos(a) sin(3)

cos(a + )
sin(«) cos(/3)
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(9.29)

(9.30)
(9.31)
(9.32)
(9.33)
(9.34)
(9.35)
(9.36)
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9.1.7 Produkte

sin(a)sin(8) — % [cos(ar — B) — cos(ar + B)]
cos(a) cos(8) = [cos(a— §) + cos(a + )
sin(a) cos(8) = % [sin(ec — B) + sin(a + 3)]
sin(a) sin(8) sin(y) = }1 :sin(a +B—7) +sin(a+v— B)
+sin(f + v - a) —sin(a + § + )|
sin(a) cos(#) cos(y) = [ sina+F—7)—sin(3+7 )

sin(a) sin(3) cos(y) = 1 [ —cos(a+ [ —7)+cos(f+~v—a)

+cos(y+a— ) —cos(a+ [+ 7)]
cos(a) cos(B) cos(y) = }1 [cos(oz + 3 —7)+cos(a+v—a)

Tsin(y +a — ) +sin(a + 4 +7)
1

+ cos(y + a — 3) + cos(a +5+7)}

9.1.8 Potenzen

sin?(a)
sin®(a)
sin*(a)
cos?(a)
cos?(a)

cos*(a)

%(1 — cos(20))

%(3 sin(a) — sin(3av))
é<cos<4a) — 4cos(20) + 3)
%(1 + cos(2a)

(cos(3a) + Beos(a))

%(COS(4OJ) + 4 cos(2a) + 3)
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9.2 Hyperbolische Funktionen

9.2.1 Definition
) et —e "
sinh(z) = 5
et — o=
tanh(x) = p—
1
sech(z) = cosh(x)

cosh(z) = c e

2

th(z) !
coth(z) = ———
tanh(x)

1

h(z) =

cosech(z) Snh(2)

9.2.2 Hyperbelfunktionen einer Variablen

cosh?(z) + sinh?(z)
sech®(z) + tanh?(x)

sinh(x)

=t
cosh(z) ¢

1
1

nh(z)

coth?(z) — cosech?(x)

tanh(x) coth(z) =1

)
cosh(z)
sinh(z)

= coth(x)

1

(9.52)

(9.53)

(9.54)

9.2.3 Beziehungen zweier Funktionen des selben Win-

kels
sinh(x) cosh(z) tanh(x) coth(x)
sinh(z) - cosh?(z) — 1 v, ltirtl:ﬁi)z @ \/coth12(m)—1
cosh(z) sinh?(z) + 1 - \/14;}12 > \/C:jtth};((i))il
tanh(x) \/% % - m
coth(z) | VT | e :

sinh(—x) = — sinh(z)
tanh(—xz) = — tanh(z)

cosh(—x) = cosh(x)
coth(—z) = — coth(z)
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9.2.4 Additionstheoreme

sinh(z £ y) = sinh(z) cosh(y) £ cosh(x) sinh(y)
cosh(x £ y) = cosh(x) cosh(y) £ sinh(x) sinh(y)
tanh(x) £ tanh(y)

tanh(z 4 y) =
anh(z +y) = + tanh(z) tanh(y)
1 =+ coth(x) coth(y)

th(z £y) =
coth(r £9) = = h{z) £ coth(y)

9.2.5 Funktionen des doppelten Arguments
sinh(2x) = 2sinh(z) cosh(z)  tanh(2z) = 2 tanh(x)

1 + coth(x)

cosh(2e) = sinh’(z) + cosh’(@)  coth(20) =
CcO x

Formel von Moivre:
[cosh(x) £ sinh(x)]" = cosh(nx) £ sinh(nx)

9.2.6 Funktionen des halben Arguments

taah () Coiﬂﬁffx)(l) hghé
x sinh(z) cosh(x
coth <§> - cosh(z) —1 sinh(z)
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(9.64)

(9.65)

(9.66)

(9.67)

(9.68)
(9.69)
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9.2.7 Summe und Differenz

+
sinh(x) + sinh(x) = 2sinh (:1: y) cosh (m j y)
Tty r—y
cosh(x) + cosh(y) = 2 cosh ( ) cosh ( 5 )
. rT+y\ . -y
cosh(z) — cosh(y) = 2sinh (T) sinh ( 5 )
sinh(z £ y)
tanh(z) + tanh(y) =
anh(z) + tanh(y) cosh(z) cosh(y)

(9.71)
(9.72)
(9.73)

(9.74)

9.2.8 Zusammenhang mit den trigonometischen Funk-

tionen

z sei eine komplexe Zahl

sin(z) = —isinh(iz sinh(z) = —isin(iz)

tanh(z) = —itan(iz)
coth(z)

tan(z

)

cos(z) = cosh(iz)  cosh(z) = cos(iz)
) = )

cot(z) = icoth(iz)

(
—itanh(iz
(

icot(iz)

34



Kapitel 10

Quantenfeldtheorie

(By Claus Blochinger)

10.1 Vierervektoren

In der vorliegenden Arbeit wurden die iiblichen relativistischen Einheiten
verwendet:

h=c=1 (10.1)
Fiir die contra- und covarianten relativistischen Vierervektoren p gilt:

P o= 0% p") = (. D)

Pu = (p07p1,p2,p3) = (po; —17) (10~2)
Fiir das Viererskalarprodukt gilt
(ab) = a"b, = a,b" = a°t’ — @b (10.3)
Der relativistische metrische Tensor lautet:
1 0 0 0
(G) = 8 _01 _01 8 = (") (10.4)
0o 0 0 -1

Per Definition ist:

(1) == gu (10.5)
Es gilt folgende Konvention:
¥ = 0" =pu (10.6)
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Weiter gilt:
VG = 0 = { A= (10.7)

0 ,sonst

gy — 4 (10.8)

10.2 Pauli-Matrizen

Die Pauli-Matrizen sind definiert als:

ol = (? (1)) (10.9)
I ((Z) —02) (10.10)
. ((1) _01) (10.11)

Einzelne Elemente aus den Pauli-Matrizen kann man dann wie folgt schrei-
ben:

T = 20050 (10.12)
Ui/\/ = Z'()\—X)(s()\_,_)\/)’o (1013)
oSy = 22w (10.14)

Darin bezeichnet A\ die Zeile und X' die Spalte der Pauli-Matrizen. Wenn A
und X wie in unserem Fall Helizitdten darstellen, so ist das erste Element
einer Zeile/Spalte mit der grofiten Helizitdt bezeichnet und das letzte Element
mit der kleinsten. Man kann auch einen Vierervektor o definieren, wenn man
zu den dreien Pauli-Matrizen noch folgende hinzufiigt:

S0 (é ?) (10.15)

ot = (00,01,02,03) = (00,5) (10.16)
Weiter gilt:

Zai/\, =0, fur alle a (10.17)
AN
D Gwdaa =2 (10.18)
AN
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Z oy, =0, fir alle a (10.19)

AN

D 050 = 20a, (10.20)
AN

10.3 ~-Matrizen

Die Dirac’schen y-Matrizen sind definiert iiber die Antikommutatorrelation:

{7} = 29" (10.21)
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10.3.1 Dirac Darstellung

In der Dirac’schen Darstellung sind die y-Matrizen wie folgt definiert:

o
|
o
|
o
|
o
|
o
|

co o~ ©OH

o O O

o O O
OO = O
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(10.23)

(10.24)

(10.25)

(10.26)

(10.27)

(10.28)

(10.29)

(10.30)

(10.31)



(10.32)
(10.33)
(10.34)
(10.35)
(10.36)
(10.37)
(10.38)

(10.39)

(10.40)
(10.41)

A e W S A S A L P S
Il Il Il Il Il Il Il Il Il I

[} — N 22 0
- - - - -

10.3.2 Majoranadarstellung

~—
Tooo coco | o oo N - co | o
TN N "o © 222 | —
. . o oo o .
—~ O s~ 0o O ., OO s o ] o OO O s
e
N o - SRS - _00 - _0000_0.2
S oo | o = e I SO | O ~ | © © o
™ = ™ .MOO.ZOOZ
% coc o= B s o000 ©% oo o = | _ b S © oo
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10.3.3 Chirale Darstellung

0 I
0 = (_H 0 ) (10.42)
0 0 -1 0
0o 0 0 -1
=121 0 o0 o (10.43)
0 -1 0 0
ol 0
o= ( 0 01) (10.44)
0100
1000
=00 01 (10.45)
0010
o 0
v = (o 02) (10.46)
0 —i 0 0
i 0 0 0
=0 0 0 (10.47)
0 0 i 0
a® 0
B = (0 03) (10.48)
1 0 0 0
0 -1 0 0
=10 0 1 o (10.49)
0 0 0 —1
I 0
oo (0 —]1) (10.50)
10 0 0
01 0 0
=00 1 o (10.51)
00 0 -1

10.3.4 Transformation der Darstellungen

Allgemein gilt fiir die Transformation von der Dirac-Darstellung in eine an-
dere Darstellung gilt
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o= SybsT (10.52)
Y = Syp (10.53)

wobei der Index D die Dirac-Darstellung kennzeichnet. Zur Transforma-
tion in die Chirale Darstellung ist die Matrix S = S¢ gegeben durch

S — % < % _]1]1 ) (10.54)

Zur Transformation in die Majorana-Darstellung verwendet man S = Sy,

Sy = % ( ;12 _]?2 ) (10.55)
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10.3.5 Eigenschaften der y-Matrizen

P+ Pg
Py — Pg
Pr— Pp
Py

%

Pr py"
Prr o
Prys
Prys
PR

P’y Yy =
,yo

S

9’ = Vu

'7MPR/L
dPr/1L

v PL = —Pp
vsPr = Pr
Pp/r
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Fiir die Projektionsoperatoren gilt folgende Zerlegung

(a+ bys) = %(a—b)(l ne) = (a4 )P+ (@ — bYPR.84)

Sa+b)(1 =) =

%(a+ b)(1+75) +

(a—b15) = 50— )(1 +75) + (a— b) Py + (a + bP.85)

10.3.6 Spuren

Alle Spuren mit ungerader Anzahl von y-Matrizen (oder mit 5 und einer un-
gerader Anzahl von 7-Matrizen) sind identisch null. Fiir alle anderen Spuren
mit gerader Anzahl von ~-Matrizen gelten folgende Regeln:

Tr [d ¥ = 4 (ab) (10.86)
Tr [d J ¢ d] = 4((ab) (cd) — (ac) (bd) + (ad) (be)) (10.87)
Tr (1) = (10.88)
Tr (ungerade Zahl von 7’s) 0 (10.89)
Tr (+#9") 49" (10.90)
Tr (7v*9"7*77) 4(g" gP" — g"g"" + g"7g"")  (10.91)
Tr(y°) = 0 (10.92)
Tr (7%9"7°) = 0 (10.93)
Tr (v"4"7"7°7°) +4ie" P = —4ig,py (10.94)
Tr (yHyYyPy7 ) Tr (- - 7P ) (10.95)
Y Vi 4 (10.96)
YV Y —277 (10.97)
Yy 49" (10.98)
YA YV Y —29Py7 ¥ (10.99)
Tr [Y*9"* ] = 49" (977 g™ — g7 + g™ g") —
_ggre (guag)\x gu)\gax + gl/xga)\) i
+ 4gH7 (gl/pg/\x g + g"XgP /\)
— 49" (g7 g°X 9> + g”Xg 7) +
+ 4gMx (g”f’g"A 9" pA +¢"¢™) (10.100)
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Tr [d1 do ds da ds de] = 4 (a1a2) ((asas) (asas) — (asas) (asas) + (azae) (asas)) —

— 4 (ara3) ((agay) (asag) — (agas) (asae) + (azap) (asas)) +

+ 4 (a1a4) ((a2a3) (asas) — (azas) (asag) + (aza6) (azas)) —

— 4 (a1a5) ((az2a3) (asag) — (az2a4) (asas) + (azag) (azaq)) +
+ 4 (arae) ((azas) (agas) — (agay) (agas) + (azas) (azay))
(10.101)
Tr [ d] = (ara2) Tr [ds--- do] — (a1a3) Tr [do da- - do] +

ot (aran) Tr [do o dni] (10.102)
Tr [abed] = Tr [dabc] (10.103)
Tr [y5] = (10.104)
Tr [y w] =0 (10.105)
Tr [vs5 ¢y da] =0 (10.106)
Tr [v5 dy do ds ds] = 425(1575@‘1”(15&3&4 : 4i [ayagaszay] (10.107)

Tr [y YoV = 40 (Guporr — GuoEvorr + Gupuorr + 9rrEpo = Jorpwprt
+ GorEpvpr)
= di{(w) [poAt] = (up) [vort] + (vp) [poAT] +
+ (A7) [pvpo] — (o7) [pwpA] + (oA) [urpT]}  (10.108)

Tr |5 gy dlo dls ds ds de] = 4i{(ar1a2) [asasasag] — (aras) [azasasae] +
+ (CLQCLg) [a1a4a5a6] -+ (CL5(16) [a1a2a3a4] —

— (aqas) [ara2asas] + (asas) [arazaza6) }

(10.109)
Héufig auftretende Kombinationen:

Tr [v"9"779"]

=4(g™g"" — 9" 9" + 9™ g"7) (10.110)
Tr [4"(1=7") 7" (1 =) o]

=2 Tr [y $17" o] + 8ie" " prapas (10.111)
Tr [ piv" #a] Tr [y B ]

= 32[(p1p3)(p2pa) + (P1P4) (P2p3)] (10.112)
Tr [v* 57" ¥o] Tr (4 B3vvs Pa

= 32[(p1p3)(p2pa) — (P1p4)(P2p3)] (10.113)
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[Php” = (p4p=) g + P'LD" ]
X (kypk—y — (kpk_)g"" + ki k-,

= 2(p+ ki) (p-k-) + 2(p k=) (p-k) (10.114)
e e pavD s pp—ok TR
= =2[(p+ks)(p-k-) = (p+k-)(p-k)] (10.115)
Tr [v(1—=7°) A" (1 —7°) #s]
X Tr [7u(1 =) B3 (1 =) Pl (10.116)
= 256(p1ps) (p2pa) (10.117)
YAy = gh + gt — gy — e s (10.118)
egma’’cfd = a't(F x d) —VcF(d x a')
+cfd (o' x V) — d'a' (B x ) (10.119)

10.4 4-Dimensionaler e-Tensor

Folgende Definition fiir den total antisymmetrisschen Tensor € wird in der
vorliegenden Arbeit verwendet:

+1 ,wenn (uroT) eine gerade Permutation von (0123) ist
=< —1 ,wenn (uvor) eine ungerade Permutation von (0123) ist
0 ,sonst

€uvor

(10.120)

Diese Definition hélt sich an die Konvention in [BjorkenDrell]. Es muss in
diesem Zusammenhang darauf hingewiesen werden, daf§ diese Konventionen
in anderen Artikeln und Biichern nicht unbedingt genauso definiert sind (z.B.
[Itzykson]). Weiter wird definiert:

(wvot| = €uor (10.121)
labed] = €5-aM D 7 dT (10.122)
Der total antisymmetrische Tensor dritter Stufe lautet:

+1 ,wenn (ijk) eine gerade Permutation von (123) ist
¢ = —1 | wenn (ijk) eine ungerade Permutation von (123) ist
0 ,sonst
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(10.123)

GauB’scher Entwicklungssatz:

[a x (E x 5)} = ek, (5 x 5) = €9h MM byc,, (10.124)
k
€Il = _¢iki (10.125)
MM = 506 im — im0 (10.126)
P10 = _hord (10.127)
[abed] = a* [ubed] = — [acbd] = - - - (10.128)
[uvpo] [naBy] = €uwpo€ apy (10.129)
9" €apu =0 (10.130)
guweﬂua‘r = Cwvor (10131)

i75€am(s = YaVBYYYVs — Gap Vv Vs — GV VB — GasVB Yy — 9By Ve Vs T Gay V3 Vs +
+ 9857 Yy T Gas9vs — Gary 955 + Gas95~ (10.132)

[B370] (07) = [0370] (a7) +[aod] (BT)+[aB0d] (y7)+[afvo] (67) (10.133)
— €M ey = O (S1GY — G16Y)— 00 (516Y — 516Y )+ (815 — 644Y) (10.134)
— P e g = 2 (8167 — 5H6Y) (10.135)
—e e 05r = 6Y (10.136)
—e*¢ 55 = 24 (10.137)
10.5 Spinoren
Spinoren sind Losungen der Dirac-Gleichung:
(F—m)u(p) = 0 (10.138)
u(p)(g—m) = 0 (10.139)

Es gibt fiir Spin—%—TeﬂChen zwei Losungen mit positiver und zwei Losun-
gen mit negativer Energie [Nachtmann)]:

u(p,s) = Y +m ( ng;“x > (10.140)
pO+m S
ogﬁ €Xs
v(p,s) = —\/p0+m< pi+m ) (10.141)
€Xs



Darin ist s ein Spinindex (s = £3) und € ist eine Matrix der Form:

0 1
€= ( 10 ) (10.142)
die Zweierspinoren Yy sind definiert als:
- (1! (10.143)
= 0 ‘

X_1 = ((1)) (10.144)

Alternativ gibt es auch eine Darstellung der Spinoren mit Helizitdten anstelle
von Spinwerten [Haber]:

cosh $xy (P
ulp,\) = \/%( 2Asiiﬁ>ﬁ<xﬁ%)) (10.145)

X

D=

v(p,\) = V2m ( sinh 5x (9) ) (10.146)

—2 cosh %X—/\ (p)
Darin ist ¢ die Rapiditét, fiir die gilt:

E = mcosh( (10.147)
[p] = msinh( (10.148)
¢ E+m
h> = 10.149
cosh 2 5 ( )
.. C E—m
h2 = 10.1
sinh 2 o (10.150)
X ist die Losung der Eigenwertgleichung
1.y
3770 = A (10.151)

mit A = :i:%. Ist ﬁ ein Einheitsvektor mit Polarwinkel § und Azimutalwinkel
¢, so kann man explizit schreiben:

- cos ¢

S COS 3

<p> ( e’ sin ) (10.152)
A —e @gin ¢

@ - () 10159

COS 3

X

[N

Es gelten folgende weitere Definitionen:

i = u'y (10.154)
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M = oM, fiir eine Matrix M (10.155)

EPL/R = PR/LU (10156)

Fiir den Ladungskonjugationsoperator gilt:

C'=-C (10.157)
cl=-C (10.158)
C?=-1 (10.159)
¢t =-C (10.160)
v(p,A) = Ca" (p, ) (10.161)
i (p,\) = C7'v (p,A) = =Cuv (p,A) (10.162)
i(p, ) =" (p, ) () =" (p,N) C (10.163)
u(p,A) = C7" (p,\) (10.164)
0" (0, A) = C M (p, A) = =Cu(p, ) (10.165)
5 (p,A) =u” (p,A) (€)' =uT (p,N) C (10.166)
CTiAHC = =T (10.167)
CotTet = —4* (10.168)
Cy*C™H =" (10.169)
C7 (v € = (v"4°)" (10.170)
C (y"9°)" 7t = (v9°) (10.171)
C'PlRrC™" = =Py (10.172)
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10.6 Weitere wichtige Formeln

Hier nun einige Darstellungen der §-Funktion:

5 (z) = (27) / di e

d(z) = lim S e
a—00 T
1 —
d(x) = lim cos fz

Es gilt folgende Beziehung:

/ dr g (2) 6 (f (z)) =

g9 (z)
|f (2) |

f()=0

Die #-Funktion hat folgende Struktur:

9(3:—300):{

Fiir die Mandelstamvariablen gilt:
s+t+u= Z m?

Einige Formeln fiir SUSY-Parameter:

tan 3 = cot 6y

cos 20y = —cos 2

sin 20y, = sin 23

cosfy =sin (3

sin 0y = cos (8

w (z,y, 2

VA(2,y,2

r — xg, firx —x9 >0
ro—x, firzx —x9 <0

¢ f+f Ve - (Vi - V3’

V2 Y2+ 22 —

Bargmann-Wigner Spinoperator:

W (p) =

1
2

vp, o
~€upa M Pp

2xy — 2wz — 2yz
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(10.174)

(10.175)

(10.176)

(10.177)

(10.178)

10.179

10.180
10.181
10.182
10.183

e N N T
~— ~— ~— ~—  ~—

(10.184)

(10.185)



(M sind die Erzeugenden der homogenen Lorentzgruppe)
Bouchiat-Michel-Formel:

upX) AN = 3 (G 3 #08n) (54 m)
NI A) = 3 Bt #%) (6 m)

Deren Hochenergieniiherung (VORSICHT: s° o %)

(10.186)

(10.187)

1 1
u(p, A )u(p, A=) = 5 (L+2X-75) Por_x_ + 575 (Vlgie,xf‘" 7201,,\;) 1

2 2
(10.188)
1 1
V(P A )0 (P A-) = 5 (1= 2A75) #ox _a,_ + 5% (Vlailf&j %Uiéjej /
(10.189)
Fiir die s* gilt:
K k!
(ps®) (s°k) — > stst = —gu + n{:?(o (10.190)
Spinsummation:
D upX)a(pA) = (#+m) (10.191)
AN
> v N)o(p,A) = (§—m) (10.192)
AN
Sphérische Trigonometrie:
s'ina _ s'inb _ S'inc (10.193)
sina  sinf8  sinvy
cosc = cosacosb + sinasinbcos vy (10.194)
S-Matrix:
Spi= 08 +i(2m) W (P; — P)Ty (10.195)
+oo
S=T {exp (—H/ dt//d?’x L (T, 1) >] (10.196)
Differentieller Wirkungsquerschnitt:
do = g T @) 0 G+ — 1 ) SIT
2w (s,m%,mg) i (27)3 2p;0 1 m 1 2 fi
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(10.197)

Differentielle Zerfallsbreite:

1 & Pk

ar— —J]—%0%
2k0 - (2m)° 2k

@m) 6t (kK + -+ K, — k) S|Tk|*>  (10.198)

Definition von Gram-Determinanten:

(pip1)  (pip2) -+ (P1pn)
Ay (p1ip2, - Pn) = <p23pl) (p2f92) (pip") (10.199)
(Pap1)  (Pap2) - (PaPn)

Kinematische Funktionen: Fiir die kinematische Funktion A (z, vy, z) gilt
Mazy, 2) = 22 +y*+ 2% — 22y — 222 — 22 (: w? (2,7, z))
2 2
= (2= (i +v?)") (2= (Vi - v2)") (10.200)

Sie ist invariant unter Vertauschungen der Variablen x, yundz. Fiir die kine-
matische Funktion G (z,y, z, u, v, w) gilt

G(x,y, z,u,v,w) = 2%y 4+ zy* + 22u + 2u® + 0*w + vw? + 220 + Tuv + yrw +
+yuw —zy (z+ut+v+w) —zu(r+y+v+w) —
—vw(r+y+2+u) (10.201)

Diese kinematische Funktion ist invariant unter Vertauschungen der Varia-
blenpaare (zy), (zu) und (vw) sowie unter simultanen Vertauschungen der
Variablen innerhalb zweier dieser Variablenpaare.
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